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Exercice N°1(2.5 points)  
  
1/Soit 𝑓 une fonction dérivable sur ℝ+ dont la fonction dérivée 

est représentée par la courbe ci-contre. 

Répondre par vrai ou faux en justifiant . 

    a)𝑓 réalise une bijection de ℝ+ sur 𝑓( ℝ+). 
    b) Le point I(1,f(1)) est un point d’inflexion de la courbe de 𝑓. 

2/Pour 𝑛 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟 𝑠𝑢𝑝è𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟 à 2 on considère la fonction      

       𝑓𝑛 :[0,
𝜋

2
[ → ℝ . 

                 𝑥 ↦ √𝑡𝑎𝑛𝑥
𝑛

  

Répondre par vrai ou faux en justifiant . 

  a)La fonction 𝑓𝑛 est dérivable à droite en 0. 

  b)Sachant que 𝑓𝑛 admet une fonction réciproque définie sur ℝ+. 

     Pour tout 𝑥 > 0 ,(𝑓𝑛
−1)

′
(𝑥) =

𝑛𝑥𝑛−1

1+𝑥2𝑛
. 

  Exercice N°2(5 points)  

Dans le plan orienté, on considère un rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷 tel que  {
𝐴𝐵 = 2𝐴𝐷            

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)
̂

≡
𝜋

2
[2𝜋]

. 

On note 𝐼 𝑒𝑡 𝐽 les milieux respectifs des segments [𝐴𝐵] 𝑒𝑡 [𝐶𝐷] 𝑒𝑡 𝐾 le symétrique de 𝐼 par 

rapport à (𝐷𝐶). 

1/ On pose 𝑓 = 𝑆(𝐼𝐶)𝑜𝑡𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑜𝑆(𝐼𝐽) . 

     a) Caractériser l’isométrie 𝑆(𝐵𝐶)𝑜𝑆(𝐼𝐽) . 

     b) En déduire que 𝑓 est une rotation dont on précisera l’angle et le centre. 

2/ Soit 𝑀 un point de la demi-droite [𝐵𝐴). 

      La perpendiculaire à la droite (𝐶𝑀) 𝑒𝑛 𝐶 coupe (𝐼𝐽) 𝑒𝑛 𝑁. 

a) Montrer que 𝑓(M)  =  N, en déduire la nature du triangle CMN. 

b) On pose 𝑥 =  BMĈ avec 𝑀 ≠ 𝐵 et 𝑀 ≠ 𝐼. Montrer que : tan(BMN)̂ = 
1+tanx

1−tanx
. 

        En déduire la position de 𝑀 pour laquelle 𝑡𝑎𝑛(𝐵𝑀𝑁)̂ = 3. 
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3/ On pose 𝑔 = 𝑡𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗  𝑜𝑆(𝐼𝐶)  . 

a) Caractériser l’isométrie 𝑔oS(AJ). 

b) En déduire que 𝑔 est une symétrie glissante dont on précisera l’axe et le vecteur. 

4/ Soit 𝜑 une isométrie qui fixe un point de la droite (𝐴𝐵) et qui transforme (𝐴𝐵) en (𝐼𝐽). 

    a)Montrer que 𝜑 fixe le point 𝐼. 

    b)Déterminer alors toutes les isométries 𝜑. 

Exercice N°3(4,5 points)  

Le plan complexe 𝒫 est rapporté à un repère orthonormé direct (O,𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ).  

A/ 1/ Résoudre dans ℂ l’équation  𝑧2 − 𝑖(2 − 𝑒𝑖𝛼)𝑧 + 𝑒𝑖𝛼 − 1 = 0. (𝛼 é𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑢𝑛 𝑟é𝑒𝑙 𝑑𝑒 ]0,2𝜋[). 

     2/ Ecrire sous forme exponentielle les solutions de cette équation. 

B/ Soit l’application  𝑓: 𝒫 \{𝐵} → 𝒫   

                                        𝑀(𝑧) ↦ 𝑀’(𝑧’) tel que 𝑧’ =
𝑧̅−𝑖

𝑧̅+𝑖
.                        

1/ a) Montrer que 𝑓 n’admet aucun point invariant. 

    b) Vérifier que pour tout 𝑧 ∈ ℂ \{𝑖} ; 𝑧’ − 1 =
−2𝑖

𝑧̅+𝑖
. 

    c) En déduire que pour tout point 𝑀 de 𝒫 \{𝐵}  𝑜𝑛 𝑎: 𝐴𝑀′ × 𝐵𝑀 = 2 𝑒𝑡 (𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐴𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
̂

≡ −
𝜋

2
[2𝜋]. 

d)Dans la figure de l’annexe ci-jointe on a placé un point 𝑀 sur le cercle (𝒞) centre 𝐵 et de 

rayon 1.Construire le point 𝑀’ associé.  

2/Soit dans ℂ l’équation (𝐸) :(𝑧̅ − 𝑖)3 =
√2

2
(−1 + 𝑖)(𝑧̅ + 𝑖). 

      a) Montrer que si 𝑧 est solution de l’équation (𝐸) alors 𝑧 est réel. 

      b) Montrer l’équivalence :  𝑧′ = 𝑒𝑖𝛼   ⟺ 𝑧 =  −𝑐𝑜𝑡(
𝛼

2
). 

      c) Résoudre dans ℂ l’équation (𝐸). 

     d) Utiliser ce qui précède pour construire sur la même figure le point Ω antécédent par 𝑓 du 

           point Ω’ d’affixe  𝜔′ =
√2

2
+ 𝑖 

√2

2
. 

Exercice N°4(8 points)  
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A/Soit la fonction  𝑓 définie sur ℝ  par :{   
𝑓(𝑥) = 1 − √

𝑥

𝑥−2
                   𝑠𝑖 𝑥 ∈  ]−∞, 0]          

 𝑓(𝑥) = 1 +
√𝑥2+2𝑥

𝑥+1
                 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]0,+∞[          

  

 

On désigne par 𝒞 la courbe représentative de 𝑓 dans un repère orthonormé (O,𝑖  , 𝑗  ).  

 1/a) Etudier la dérivabilité de 𝑓 en 0. Interpréter graphiquement le résultat. 

    b) Dresser le tableau de variation de 𝑓. 

 2/a) Prouver que l'équation 𝑓(𝑥) = 𝑥 admet dans [1, +∞[, une solution unique 𝛼 et que 𝛼 ∈]
3

2
, 2[. 

     b)Tracer la courbe 𝒞. 

  3/a) Montrer que 𝑓 réalise une bijection de ℝ sur 𝐼 =]0,2[. 

      b)Soit 𝑔 la bijection réciproque de 𝑓.Expliciter 𝑔(𝑥) sur chacun des intervalles ]0,1] et ]1,2[. 

      c)Tracer la courbe 𝒞′ de 𝑔 dans le même repère (O,𝑖  , 𝑗  ). 

4/ 𝑆𝑜𝑖𝑡 (𝑈𝑛) 𝑙𝑎 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℕ  𝑝𝑎𝑟 ∶ {
𝑈0 = 1                              
𝑈𝑛+1 = 𝑓(𝑈𝑛) , 𝑛 ∈ ℕ .   

   

   a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝑈𝑛 < 𝛼. 
     b) Etudier la monotonie de la suite (𝑈𝑛). 

     c)En déduire que (𝑈𝑛) est convergente et trouver sa limite. 

B/Soit 𝐹 la fonction définie sur [0,
1

2
] par : {

𝐹(𝑥) = 𝑓(−2𝑡𝑎𝑛2(𝜋𝑥))  𝑠𝑖 𝑥 ∈  [0,
1

2
[

𝐹 (
1

2
) = 0                                                    

. 

    1/a) Montrer que 𝐹 est continue sur [0,
1

2
]. 

   b) Vérifier que pour tout 𝑥∈[0,
1

2
] ,𝐹(𝑥) = 1 − 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥). 

   c) Dresser le tableau de variation de 𝐹. 

 2/a) Montrer que 𝐹 réalise une bijection de [0,
1

2
]  sur un intervalle 𝐽 que l'on déterminera. 

    b) Soit 𝐺 la bijection réciproque de 𝐹. 

        Montrer que 𝐺 est dérivable sur ]0,1] et que 𝐺′(𝑥) =
−1

𝜋√2𝑥−𝑥2
. 

  3/Pour tout réel 𝑥 de [0,
𝜋

2
] , on pose 𝐻(𝑥) = 𝐺(1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥) + 𝐺(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥). 

      a) Montrer que 𝐻 est continue sur [0,
𝜋

2
]. 

      b) Montrer que 𝐻 est dérivable sur ]0,
𝜋

2
[ et calculer 𝐻′(𝑥). 
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      c) En déduire que pour tout 𝑥∈ [0,
𝜋

2
], 2𝐺(1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥) + 2𝐺(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) − 1 = 0. 

 

 

            

 

 

    Nom et prénom :……………………………………………. 

    Classe :4ème Maths…… 

 Exercice 3 
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