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EXERCICE N : 1 ( 3.5 points )

Dans I'annexe ( Figure 1 ) on donne :

*R(O, D, ;) un repére orthonormé direct ¢ ( € ) est le cercle de centre O et de rayon 1 .

AN
o E estle pointde (€ )telque(u ,OE)= 6 [21t ] *Destle point d'affixe Zo=i \1+J2 .
1)a) Vérifierque : OD2=1++/2 .
b ) Soit A le point d'affixe Za=Zpe'? .

Vérifier que : Za = 0D e 0+3) puis placer le point A dans le repére R .

)

2 ) On considére dans C I’équation: E) Z?+ Le"92+ el20-0

i\/1+\/§

a ) Vérifier que Za est une solution de I'équation E ) .
b ) On désigne par B le point d'affixe Zg deuxiéme solution de I'équation E ) .
1,003
op°
c ) Montrer que O € [AB] .
3 ) a ) Placer le point C d'affixe Zc=0D e i6

Prouver que : Zg =

aff (AC) _2 -
b ) Montrer que aff(ﬁ) 5 (1+i) .

¢ ) Déduire la nature du triangle ABC puis construire le point B .

EXERCICE N : 2 (3 points )
j2n

Ondonne: @ =e > et onnotepar Q son pointimage .
1) a ) Vérifier que pourtout Ze C; (1-Z)(1+Z+2?+23+2% )=1-2° .
b ) Déduireque; 1+ +w’+w®3+@®?* =0 .

1 2 3 4 1,2 1
2 ) Montrer que pour tout Z € Cu; B (1+2+2°+2°+7 )=(Z+E) +(Z+E )-1 .
Z
3 ) On consideére dans IR I’équation: E)x?+x-1 =0 .
a ) Vérifier que (@ + % ) est une solution de E ) .
b ) Résoudre dans IR I'équation E ) .

c) Déduire que : cos(z?” )= \/54'1

—

4 ) Dans I'annexe ( Figure 2 ) le plan est rapporté a un repére orthonormé direct ( O, 7, Jj).
On donne les points | et A d'affixes respectifs Z\ = - % et Za= é .
Le cercle (I" ) de centre | et passant par A coupe l'axe (O, i ) au point H .
a ) Montrer que OH = cos ( 2?” ).
b ) Construire alors le polygone dont les sommets sont les points images des racines 5émes de l'unité
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EXERCICE N : 3 ( 4 points )

Dans ( la figure 3 ) de I'annexe, on a tracé dans un repére orthonormé les courbes représentatives

des fonctions fetg définiessur [-1;+ O[par: f(x)=3x+1 et g(x)=(x?-2x)Nx+1 .
A ) Déterminer graphiquement les positions relatives de (Cf ) et (Cg ) .

B)Soit xe[-1;3].0npose M et N deux points de méme abscisse x et qui appartiennent
respectivement a (Cf)et(Cg) et ¢(x)= MN .

1)a)Justifierque:(0(x)=(x+1)% (3-x) .

b ) Etudier la dérivabilité de ¢ a droite de - 1.
2 ) a ) Dresser le tableau de variations de @ sur[-1;3] .
b ) Déduire alors la distance maximale MN . ( Donner la valeur exacte )

3 ) Tracer dans I'annexe la courbe (C¢ ) ainsi que les demies- tangentes aux points d'abscisse - 1 et 3 .

EXERCICE N : 4 ( 9.5 points )

I) Soit la fonction f définiesur]-1,1[par: f(x)=-1+ X
1-x?
1) a ) Dresser le tableau de variations de f .
b ) Montrer que f réalise un bijectionde ]-1,; 1 [surIR .
x+1

¢ ) Démontrer que pour tout x € IR ona: f 1(x)= ——— .
\/(x+1)2+1

2 ) a ) Etudier les variations de la fonction y dé finiesur]-1;1[par: w(x)=f(x)-x .
b ) Montrer que I’équation : v (x)=0 admetdans]-1;1[ une unique solution a € ]0 ;1[

¢ ) Déduire le signe de w ( x ) pourtout x e ]-1,;1[.
11 ) Soit ( Un ) la suite réelle définie sur IN par : Uo € [0, o] et Uniz=f1(Un)

1) Montrer que pour tout n € INona: U, e [0, a] .

2 ) a ) Montrer que pour tout x € [0, ac]Jona: f1(x) = x.
b ) Montrer alors que la suite ( U, ) est monotone .
¢ ) Déduire que la suite ( Un ) est convergente et donner sa limite .

3)Pourtout xe]-1;1], onpose:h(x)=f(cos[%(x+1)]).
a ) Montrer que pour tout xe]-l;l[ona:h(x)z-l+cotan[%(x+1)] .
b ) Montrer que h admet une réciproque h-1 définie sur IR .

-2

¢ ) Montrer que h ! est dérivable sur IR et que (h2)(x) = )
n((x+1)2 +1)
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11 ) Pour tout x € IR*, on pose H(x)=h'1(x-1)+h'1(%-1).
1 ) Montrer que H est dérivable sur IR* et pour tout x € IR*, H’(x)=0 .
Z)a)CaIculerh(-;),h( ;) JH(-1)et H(1).

b ) En déduire que pour tout x € |-00; O[,H(x)=1 etpourtout xec ]JO,+©O[,H(x)=-1.

n
3 ) Pour tout n € IN*, on pose : V= 2. [h'l(ll<)+h'1(-ll<)]
k=1

a ) Montrer que pour tout k € IN*on a : h'l(ll<)+h'1(— kl 1)=-
+
-1
b ) Déduire alors, que pour tout n € IN*ona: V,=-n-h (- il) .
n

c ) Déterminer lim V, .

n—+0o0
O
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Nom et Prénom :

Annexe 4 rendre avec la copie

( Figure 1 )
e D
A
( Figure 2 )
A
J
o—o — >
| o H |
(r) 1 (Cg)
¥ (Cf)
6
( Figure 3 )
4
3
2
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Correction Devoir de synthése n 1 4 Mathématiques 1 ( 2020 - 2021 )

EXERCICEN : 1 ( 3.5 points )

1) a)on?=[z[?=]iN1+d2 7= 1+4/2 . (0.25)

. . i . i+
b)Za=Zve'? =i\1+J2 e'?=e 20De?=0D ¢ 2 (0.25)+(0.25)
2)a)za’+ Le’a

W12

:(1+\/E)ei(20+n)+iei9i /1+ 5+ ei20
i\/1+\/3

=—(1+\/E)ei29 + \/Eei9+ e'?% =0 donc Z est une solution de E) (0.5)

(Figure 1 )

Za + eizg

. i20 i20 i(6 ")
b)ZnZs=C= e & z3=6—=—F =L, .(0.5)
a Z, i(¢9+§) oD
ODe
c)zZy # 0, %"i‘kie’" =-—1 <0= OAetOB sont colinéaires de sens opposés < Oc [AB] . (0.5)
aff( 0A)  op? op?
3)a)(0.25)
— ; i(0+% - ;
b)AiB aff(£)=Zc—ZA: ODe/H_ODeI( +2} _ ODzela(l-l) — O (1+I) \/E+1(1+I)
off (AB) Z8=Za 5 i(6-7) it0+%) -je'’(1+00?) (1+0D?)
%e —0De 2
=%(1+i}=£(1+i} . (0.5)
+
)/aj?;gACj/ /\/_(1+/)/ 1 <AC=AB = ABCestisocéleen A . (0.25)+(0.25)
AB

EXERCICE N : 2 ( 3 points )
1)a)Pourtout Ze C; (1-Z)(1+Z2+22+23+2% )=(1+2+2°+23+2%)- (Z+2°+23+2%+2°)

=1-75.(0.25)
b) (1-w)(1+w+w2+w3+w4)=1-w5=1-e’2"=1-1=0orw;tlalor51+w+w2+w3+w4=0(0.25)
2)(Z2+ = )2+(Z+ ) 1=7242+L 4741 91 ;1 91,7472 1 (1+Z+2%2+23+2%).(0.25)

72 Z 7? 72

3)E)x +x-1 =0.(equatlondans IR)
a)(w+i)2+(w+ )1 (1+w+w + W +w4)— .0=0.
w 2
w? w
2 er

de plus (w+%):el5+e 5 -2cos( s )eIR :(w+—)estuneso/ut/onde E). (0.25)+(0.25)

b)A=1+4=5 :>5/R={ _1+2\/E ; '1'2\/E } (0.25)

c)w+% :2cos(2?n)estlaso/utionpositivede E ) donc 2cos(2?n)= '1+2\/§ <:>COS(2’T)— \/_ 1 (0.5)
4)a)OH:IH—IO:IA—IO:/ZA—Zl/'/ZI/ Il ;
i1 1 _1_~N5-1 _ 2n
el 2=\ 16Ty e Tl (0d) ;
b) (0.5)




EXERCICE N : 3 ( # points ) x -1 3 +®

A) Positionsde(Cf) | ( Cf) est au dessus | (C f ) est au dessous

parrapporta(Cg)| de(Cgqg) de(Cg) (0.5)

A(-1,0) B(3,6)
B)l)a) o(x)=NM=[f(x)-g(x)| (pouttout xe[-1;3] (Cf)estaudessus de(Cg) <= g(x)<f(x)).
1
=f(x)-g(x) =3x+1 -(x2-2x) Nx+1 =~x+1 (3-x2+2x)=(x+1)2(3-x)(1+x)
3
< @o(x)=(x+1)2 (3-x) pouttout xe[-1;3]. (0.5)

3
o(x)-p(-1) _ (x+1)*(3-x) _ ;

b)op(-1)=0; lim 1 1 = lim (x+1)%(3-x)=0=¢,(0)
x—>-1" x—>-1" x—>-1"
Donc ¢ est dérivable a droitede 0 . (0.5) 7
X - 1 g 3
2)a) x —>x+1et x > 3-x (fonctions polynémes ) sont dérivables sur IR ; 3 i)
X + -
en particulier sur J-1; 3 ] de plus x+ 1 > 0 sur ce intervalle alors @ {x] '7

s ¢{§)
X > (x+1)? est dérivable sur |- 1 ; 3 ] donc de méme pour ¢ . @ (x) / \
1 3

Vxel1;3], 0(x)= 3 (x+1)2 (3-x) (x+1)?

1

_ 209 .3, «.1)-= 207 .2 i
=(x+1) (2 5X x-1)=(x+1) (2 ZX)
Donc ¢ '(x ) prend le signede (7-5x)sur]-1;3] . (1) :

b ) La distance maximale MN est ¢ ( %) = %E ( Valeur exacte ). (0.5) o %)ﬁ ===

/ 1 1 5
3) 0y(3)=(3+1)7(5-5.3)= 47(-4)=2.(-4)=-8. (1)

EXERCICE N : 4 ( 9.5 points )

X

I)1)a) f(x)=-1+

1-x2

x > 1-x2?et x > x (fonctions polynémes) sont dérivables sur IR

en particulier sur]-1:1[et 1-x2 >0 sur cetintervalle alors x +— \1-x

niN -

est dérivable sur]-1,1[ donc de méme pour f .

— 7 2,2
Vxel1;1[,f'(x)= WIxE I ex . 1 s

1-x7 (N1-x2)° (N1-x°)?

1
lim f(x)=-o et jim f(x)=+x.(0.5)
x—>-1" x— 1" fl{x) N

b ) fest dérivable sur ] - 1, 1 [ donc continue de plus strictement croissante

+
+ 00
par suite elle réalise une bijectionde ]-1,1[ sur f(]-1,1[ )=IR .(0.5) f(x) /
-o0
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x+1

Vx+1)? +1 x+1

=-1+ " = 14x+1=x =>f Y x)=———_ .(0.5)

1 \/(x+1)2 +1

2)a)y (x)=f(x)-x . westdérivablesur]-1,1[ (Somme de deux fonctions dérivables sur]-1,1[ )

wix)=f'(x)-1=— 1 1> 0car0<i-x2<1 <0< (Ni-x*P<1 =>1< L
(N1-x% ) L (oxll—xzf L
x -
lim w(X)= lim f(x)-x=-0 et |im w(X)= |im f(x)-x=+x (0.5) ,
x—-1" x—-1" x—= 1 x— 1 W'(X) + (:, +
H + 00

b) v estdérivable sur]-1,1[ donc continue de plus strictement croissante v (x) /

par suite elle réalise une bijectionde J-1,1[ sur w (]-1,1[)=IR or 0 € IR g
donc il admet un unique antécédent oc € ]-1 ;1[ deplus v (0)=f(0)=-1<y(a) = ac]0;1[ .(0.5)

¢ )w est strictement croissantesur]-1,1[et yw ( o) = Oalors X -1 P 1

11 )1)Montronsque ¥ neIN ; U, e [0,a] signedew(x),l 7 0 + ’I—(O.ZS)
*Pourn=0,Up € [0,] laproposition est vraie
* Supposons que pour tout n € IN U, € [0, & ] et montrons Unp.; € [0, a]
ona: 0 < U,<a or f estcroissantesur]-1,1[ < f !est croissante sur IR par suite

f o) <f I U,)<f a) %sUn+1Sa(carf(a)=a<:>f'1(a) =a)=> Umel[0,a].

Conclusion: ¥ neIN ; U, e [0,a] .(0.5)

2)a)Vxel[0,a],y(Xx)<0 & f(x)-x <0 &f(x)<x < f1f(x))<f(x)e x<f1i(x).(0.25)
b)VnelN; U, [0, a],2)a)= U, <f1(Uy) < Uy, < Ui donc (U,)estcroissante sur IN . (0.25)
c) ( U, ) est croissante et majorée par «¢ donc converge vers un réel | e[0, «] (0.25)0r Upy = fi(u,)

= Jim Uni = lim f2(Un), f'estcontinue sur IR en particulieren | parsuite | =f(l1 ) =y (l)=0

n— +oo n— +oo

sl=a = jim Uh=a (025).

n— +oo

cos[%(x+ 1)]

3)a)Pourtout x e J-1;1[, h(x)=f(cos[L(x+1)])-1=
2 \/1-cosz[g(x+1)]

cos[%(x +1)]

=-1+ or %(x+1)e]0;rt[ = h(x)=-1+cotan[§ (x+1)] .(0.5)

[ sin[% (x+1)] |
b ) x — cotan x dérivable sur IR \{kn,keZ}or %(x+l) €]O, n[pourtout xe]-1;1]

donc h estdérivable sur ]-1;1[,V xe]-1;1[, h'(x)= —%(1+cotan2[% (x+1)] <0

=> h admet une réciproque h™* définiesur h(]-1;1[)=] |im h(x); lim h(x)[=IR.(0.5)
x—> 1" x—>-1"

c)hestdérivablesur ]-1;1[eth'(x) #0 sur cetintervalle alors h~! est dérivable sur IRet ¥V x € IR (0.25) ,
(h")(x)= 1) (avec y=h'(x) < h(y)=x <:>-1+cotan[% (y+1)]=x= cotanz[% (y+1)]=(x+1)?)
(y
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- 1 - -2 . (0.5)

T1+cotan’ [T (y+1)]) n((x+1)* +1)
2 2

1) Pour tout x € IR*, H(x)=h1(x-1)+hY(L-1).
X

1) x > x-1etx L _ 1 sont dérivables sur IR* et h-* est dérivable sur IR alors H est dérivable sur IR* . (0.25)

X

-2 -2

.1
2

VxelR% H'(x)=1.(h")(x-1)-L(h1yd-1)= :
X X n((x-1+1)°+1) X n((£-1+1)2+1)
X

= -2 + 2 = -2 + -2 =0(0-5)
I'[(X2+1) in(iz_,_l) 7'[(X2+1) rc(1+x2)

2)a)h(—%)=0; h(%)=-2 S H(-1)=2 h-l(-2)=z.%=1 et H(1)=2 h‘1(0)=2(—%)=—1.(1)

b) vV x € IR*, H'(x)= 0 alors H est constante sur chacun des intervalles ]-o; O[et ]0;+ c [
doncV xe]-wo; 0[;H(x)=H(-1)=1 et Vxe]0;+x [;H(x)=H(1)=-1 .(0.5)

- e 1_/1,4). 1k g1
3)a)Soit k € IN* k-(k+1) 1 et 1, 1 ot 1 1 1
k
11 B A SR S I -0 1 =1
donc h (k)+h (k+1) ht(x-1)+h (Xl)(avecx k+1)
=-1(car x€]0;+ o [) (0.5)
VL7 e Py B Sy B AN PR AL ) B S B 3 A AN B S AR
k=1 k k k=1 k+1 k k=1 k=1 k+1 k=1 k
N T A YA PR AL ) By S T | PR A A A ) B P O ) B A
2 3 n+1 2 n n+1

& Vo= -n-p( 11) (car0e]-1;1[et h(0)=-1=h'}(-1)=0 ) (0.5)
n+

I )_hi(o)=-2 = jim Vo =-0 .(0.25)
n+1 n— +0

. -1
=0 et h lest continueen 0 alors |im h (-
n— +o0

c) lim -
n—s+o N+
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