2013/2014 r o I 4° Maths
Lycée EL ALIA » DEVOIR DE SYNTHESE N" 1 e durée : 3 heures

|Exercice 1| (3 points )

Voir la correction

Pour chaque proposition choisir 'unique bonne réponse. Aucune justification n’est demandée.

1. Soit f une fonction continue sur [0, 2], dérivable sur 10, 2[ et telle que f(0) = f(2) alors :

a) f est constante sur [0, 2] b) f’ s’annule sur [0, 2] c) f s’annule sur [0, 2]
1
2. Soit f une fonction dérivable sur R telle que pour tout x € R, f'(x) = T2 et g la fonction définie sur
1
10, +oo[ par g(x) =T <;) alors :
2
/ X / 1 / —1
= b = =
a) g'(x) Tl ) g'(x) 20 ) 9'() =377

3. Soit n € N. L’application f de P dans P qui & tout point M(z) associe M’(z') telle que z’ = e'5 z + 2
est une translation si et seulement si,
a) m est multiple de 3 b) n est multiple de 6 c) m est multiple de 12

|Exercice 2| (3 points )

Voir la correction

La courbe C; représentée ci-contre est la courbe représentative
d’une fonction f définie sur [—5, 2]. 4 ’
On sait que f est continue sur [—5, 2] et dérivable sur [—5, 2]. 3 I
Sur la figure sont tracées les tangentes a C¢ au points d’abscisses I
respectives —5, —2, 0 et 2. 9 II
1. Déterminer graphiquement : 4(—5), f'(—2), f'(0),(f o £)’(0) [
. f(x)=5 1
et lim
x—2- X—2 /
f(2x2—2)+2
2. En déduire la limite suivante : lim M I B e A B l/ 2
x—1 x—1 /
3. a) Montrer que f réalise une bijection de [—5, 2] sur un inter- -1 /
valle | que I'on précisera. i
b) Déterminer f~'(—2) et (f_]), (—2) >
c) ' est-elle dérivable en -3 ? Justifier. =T -3
d) Etudier la dérivabilité de £~' & droite en -4 et & gauche en 4 =g 4
5.
-5

|Exercice 3| (4 points )

Voir la correction

I- Résoudre dans C Déquation (Ey) : 22 — (1 +1) e®*z 4+ 1e?* =0 avec oc_§ [0, 27].

II- Dans le plan complexe muni d'un repere orthonormé direct (O, u, v ), on considere les points M et
M, d’affixes respectives z; et z, avec z; = e'* et z; = ie'®.
1. Montrer que le triangle OM;M; est rectangle et isocele en O.

2. Soit I le milieu du segment [M;M,;].
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a) Montrer que, lorsque o« varie sur [0, 271, le point I varie sur le cercle € de centre O et de rayon 5

b) Montrer que la droite (M;M;) est tangente a C.
3. On suppose que « € [0, 7.

o —

- T
a) Montrer que <u , M1M2> =o+ 377{[271].

_)
b) En déduire la valeur de o« pour laquelle la droite (M;M;) est parallele a I’axe (O, Y )

|Exercice 4| (5 points ) Voir la correction
X

VxE—1

Soit la fonction f définie sur |1, +oo[ par f(x) =1+ . On désigne par C; sa courbe représentative

. , — —
dans un repere orthonormé (O, 1, )

1. a) Montrer que lim f(x) =2 et lir%l+ f(x) = +o0. Interpréter graphiquement ces résultats.
X—+400 X—
—1

(=12 —1

b) Montrer que f est dérivable sur |1, +ool et que pour tout x €)1, +ool, f'(x) =

c) Dresser le tableau de variation de f.

1
d) Montrer que pour tout x € [2, 3], |f'(x)] < —=.
) que p ) (l< 5 7
2. a) Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution « et que « €]2, 3.
g —
b) Tracer dans le repere (O, 1, ) >1a courbe Cs.

3. a) Montrer que f réalise une bijection de |1, +oo[ sur un intervalle | que 1'on précisera.

x—1
b) Montrer que f~'(x) = pour tout x € J.
x? — 2x
- =
c) Tracer la courbe Cq—1 dans le méme repere (O, 1, )

|Exercice 5| (5 points ) Voir la correction

Dans le plan orienté, on considere un rectangle ABCD de centre O tel que :

—

(ﬁ , AT) = 2127 et AB = 2AD.
On désigne par I et J les milieux respectifs de [AB] et [CD].
1. a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(A) = C et f(I) =].
b) Caractériser f.
2. Soit g = R,z)of
a) Montrer g est une rotation dont on précisera I’angle.
b) Déterminer g(A) et g(I).
c) En déduire que le centre Q de g est le milieu de [ID].

3. Soit h 'antidéplacement tel que h(A) = C et h(l) =7.
a) Montrer que h(B) = D.

o —

b) Soit E = h(C). Montrer que D] = DE et que <D—]) , l_)—E—>> _T

7 [27].

c) En déduire que D est le milieu du segment [AE].

—
d) Montrer alors que h est une symétrie glissante de vecteur AD et d’axe (IJ).
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|Correcti0n de ’exercice: 1| (Q.C.M)

Retour a I’énoncé

1. f est continue sur [0,2] , dérivable sur ]0,2[ et f(0) = f(2) alors, d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]0,2[ tel que
f’(c) = 0. La réponse correcte est alors (b) .

1
2. g=fouavecu:x+— —.
X

4+ u est dérivable sur ]0, +ool,

4 f est dérivable sur R,

+ u(]0,+o0[) C R.

Alors g est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout ]0, +o0l,

, , , 1 1 x? 1 —1
Ainsi la réponse correcte est (c).X
3. Soit n € N et f 'application de P dans P qui & tout point M(z) associe M’(z’) telle que z’ = e*'5 z + 2.

f est une translation < '3 =1 < ? =2km; keN & n=6k;keN.

La réponse correcte est b.

| Correction de ’exercice: 2|

Retour a I’énoncé

1. f4(=5) =0, f'(=2) =0 et f'(0) = %
(fof)'(0) = f'[f(0)] x £'(0) = f'(—2) x £(0) = 0 x % —0.
fim T =5 FOI=FR)
x—o2—- x—2 x—2~ x—2
) f(2x*—2)+2 f(x*-2)+2 2*-2
. = X .
x—1 2x2 -2 x—1
On pose X =2x* —2alors (x -5 1 = X —0).
f(2x2—2) +2 f(X)+2 £ (X) — £(0) 1
1' —:l. 7:1' 7:f/ :—_
T R SR R =3
222 2(x — 1
lim 22 gy 28T DD o1y =4
x—1 x—21 x—1 x—1 x—1
f(2x2—2)+2
limM:4xl:2
x—1 x— 1 2

3. a) f est continue et strictement croissante sur [—5, 2] alors elle réalise une bijection de [—5, 2] sur f ([-5,2]) = [—4,5].
1 1 1

STy R R

b) f1(=2)=0et (f 1) (-2) =

c) f1(=3)=-2.
f est dérivable en —2 et f'(—2) = 0 alors G admet en A(—3,—2) une tangente horizontale donc C;—1 admet en B(—2, —3)
une tangente verticale alors f~' n’est pas dérivable en —3.

d) f'(—4)=-5.
f est dérivable a droite en —5 et fj(—5) = 0 alors € admet en M(—5,—4) une demi-tangente horizontale donc €
admet en M'(—4,—5) une demi-tangente verticale alors =1 nest pas dérivable & droite en —4.
71(5) = 2.
@ admet en N(2,5) une demi-tangente verticale donc €;—1 admet en N’(5,2) une demi-tangente horizontale alors £~
est dérivable & gauche en 5 et fé (5) =0.
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|Correction de I’exercice: 3|

Retour a I’énoncé

I- (Eq):22 —(1+1)et*z+1et?® =0 avec a € [0, 27).

A=[1+1) ei‘"}z —4x 1 xiel?™ = 2iet?* = (1 —1)%e™* = [(1 —1) em]z.
Soit & = (1 —1)e'*.
;e (—iet o (I4+i)e—(1—q)et®

2 2

_>
II- Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct <O, u, v ), on considere les points M et M, d’affixes
respectives z1 et zy avec z; = e'* et z, = ie'*.

1. Montrons que le triangle OM ;M. est rectangle et isocele en O.
OM; =z1]=1e'¥|=1; OM; = [z5| = [ie'¥| =i]le'¥|=1x1=1.
Donc OM7; = OM; donc OM1M; est isocele en O.

iel®

—
aff (OM; ) o ; )
= g — L € iRalors OMy L OM; donc le triangle OM1M; est rectangle en O.
aff (OM;") @
2. Soit I le milieu du segment [M;M2;].

Czm, tzm, | et ie™ (T4i)e™

2 2

M4+ x e V2x1 2

OI:|ZI|= = = —.
2 2 2

Dong, lorsque « varie sur [0, 271, le point I varie sur le cercle C de centre O et de rayon 5

b) Montrons que la droite (M1M;) est tangente & €. On a :
vV e MiM;)et1e@,
— T+i)et* 141
aft(OT) ( 2) 2 _icq o L MiNG
v = ] - ioc:] - =1 € 1iR. Donc OI L MM, .
aﬂ"<M1M2) (1-1)e —i
Ainsi la droite (M1M3) est tangente a C.

3. On suppose que « € [0, 7.

o —

- T — 37
a) Montrons que <u , M1M2> =0+ T[Zn].

<L—L> , MiM, ) = arg(z2 —z1) 2n] = arg (i — 1)6”‘) 2n] =arg(i—1) +arg (ei‘") Rn = o+ %[27‘[]

b) (MiM,)// (o, v)<:> (M1M2)L(O, u)<=> W, MM, ) = T HkmkeZ &= at o = Thkmke

7 = cx:—gﬂm;kez.

3
a=—§+kn;kezet we 0 & oc:%.

|Correction de I’exercice: 4]

Retour a I’énoncé

X
Soit la fonction f définie sur ]1,+oo[ par f(x) = 1+ K . On désigne par C; sa courbe représentative dans un repere
- = .
orthonormé (O, 1, )
. . X . 1 .
1. a) lim f(x)= lim 1+ ——— = lim 1+ ————— = 2. Alors A:y = 2 est une asymptote horizontale.
X—+00 X—+00 1 1 X—+00 :
X X - — - —
x? x?
. . X .
lim f(x) = lim 1+ ——— = +oo car lim vx2—1=0". Alors A’ : x = 1 est une asymptote verticale.
x—1+ x—1+ x2 — x—1+

. - - - © 2014 . .
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f
b) Ona, f=1+ -1 avec:
2

v f1:x+— x dérivables sur R en particulier sur ]1,+ool,

v = \/E et f3 :x — 1+ x? dérivable et strictement positive sur R en particulier sur ]1, +oo[ donc f; est dérivable
sur ]1, +o0l,

v f2#0sur]l,+ool.

Alors f est dérivable sur ]1, +oo[

5 B 2x
g 2 O x ) = fb xS
) a0 ) X1 TRV T
c)
X 1 +00
f/(x) —
400
£0x) L
2

d) Soit x € [2,3].
()] = 1 S
2= x2—1_( X2_1)3'
3
2<x<3 = 4<% <9 = 3<xX¥*-1<8 = V3I<V2-1<V8 = 3x/§<< x2—1) <

1 1 1
8V8 — < = <
8v/8 ( r_o 3v3

1
— [f(x) < —=
[ (x)] 33

2.
? f(x) =x & f(x) —x =0 & h(x) =0avech(x) = f(x) — x.

h est dérivable sur ]1, +oo[ et on a h'(x) = f/(x) —1 < 0 car f'(x) < 0. x 1 +o0

h est continue et strictement décroissante sur ]1,+oo[ donc h réalise une bijection de
11, +o0o[ sur h(]1, +oco[) = R.

Comme 0 € h(]1,4o0[) = R alors I’équation h(x) = 0 admet dans ]1,+oo[ une seule +00

solution o. h(x) \

h(2) =f2)—2=...>0et h(3) = f(3) —3 = ... < 0 alors h(2) x h(3) < 0 donc —

2<a<3
b) Cs (voir figure).

3.
a) f est continue et strictement décroissante sur R donc elle réalise une bi-

jection de ]1,4o0[ sur un intervalle | = f(]1, +oo[) =]2, 400l .

b) Soit x € ] =]2, 400l et y €]1, +ool.

Cr

Flx) =y e fly) =x & 1+—2 =x & —x—1. 9

Y oy
Vi N —
2

>0etx—1>0carx €] =]2,+o0[ et y €]1,4o00[ donc :

2
2
—x—1 <L> = x—1)2? = 2 = B ™~

Y
yz_

-

VyZ—1 Vyz =1 y?—1

X—1)2 — yl :yz(x_])z_(x_])z — yz [(X_])Z_]] _

(x—1)? 1

(
(x—1)?% &= (¥ —2x) = (x—1)? & y? =

x2 —2x

(x —1)? x—1

0 done y? = = - X
Yy T e TV T e

x—1

Tp

d’ou f71 (X) = ﬂ pour tout x € ] :]2, +OO[

c) C¢—1 (voir figure).
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|Correction de I’exercice: 5]

Retour a I’énoncé

1.
E
a) AI=CJ, A #1et C#] alors il existe un unique déplacement f tel que f(A) = C
et f(I)=17.
b) Soit « langle de f. D J ¢
—= =
a= (Al , C] | =nl2n].
7 # 2km, k € Z alors f est une rotation d’angle 7t donc f est une symétrie centrale. 0
f(A)=Cet O=A=%*C donc f =So.
A I B
2. a) Ona:

T
v R(1,7) est un déplacement d’angle >

v f est un déplacement d’angle ,

v Tz[+7[: 377[ = 2kmt pour tout k € Z.
Alors g = R(y, z)of est une rotation d’angle —g ( car 377-[ = —g[ZT[] ).

b) 9(A) = (Rq1,3)0f) (A) = Ryt ) [f(A)] = Ry, 3)(C) = D.
9(1) = (Ri1,2)0f ) (1) = Rt ) [F(D] = Ry, (J) = A.
¢) g=R(q, z)alorsgog =R ) =Sao.
(gog)(I) =g(A) =D donc So(I) =D donc Q =1xD.
3. Soit h 'antidéplacement tel que h(A) = C et h(I) = 7.
a) I=A*B = h(I)=h(A)+h(B) = ] =C+h(B) = h(B)=S5;(C) = D.

b) Ona:]=h(l), D =h(B) et E=h(C).

Comme BI = BC alors h(B)h(I) = h(B)h(C) donc D] = DE .
Rt T 5 =
BI , BC ) = _E[ZT[] alors (h(B)h(I) , h(B)h(C )) =

les mesures des angles orientés en leurs opposés.

c¢) DJ = DE et DJ = DA donc DE = DA.

T T =T T
DA ,DE)E(DA ,D]>+<D] ,DE>[27:]E

D’out D est le milieu du segment [AE].

Comme [271] car

S|

ST

h est un antidéplacement qui change

s
+ E[ZT[] = mt[271] donc D, A et E sont alignés.

d) Les segments [AC] et [IJ] n’ont pas la méme médiatrice donc h n’est pas une symétrie orthogonale donc h est une

symétrie glissante.
Soit uw le vecteur de h et A son axe.

- = - =
hoh=t,— et (hoh)(A) =E alors 2u = AE doncu =AD .

—
h(A) =C donc O = A % C € A d’olt A est la droite passant par O et de vecteur directeur AD donc A = (I]).

(I
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