Lycée : Thelepte Devoir de synthése N°L

Mhamdi Abderrazek

Exercice 1 (3points) :

Répondre par vrai ou faux au questions suivantes (aucune justification n'est demandée)

12x-3|

1).La fonction x— Tt

admet au moins une primitive sur IR.

2). La fonction x— (2x + 1)° est une primitive sur IR de la fonction x—5(2x + 1)*.

3).Deux isométries qui coincident en trois points sont égales.

Exercice 2 (6points) :
Soit ABCD un carré direct de centre O. Les points I, J et K sont les milieux respectifs des segments [AB],
[BC] et [CD].
1).Le plan complexe est munie du repére orthonormé (O ;0J; 0K ).
On considére I'applicationg : P— P ; M (z) »M'(2) tel que z2'=-i z.
a).Montrer que g est une isométrie.
b).Caractériser g.
2).Soit R la rotation qui transforme Cen JetJen O.
a).Préciser l'angle de R.
b).Déterminer R 0 R(C). En déduire le centre Q de R.
3).Préciser R(O) puis R(l). En déduire la nature exacte du triangle QID.

4).Soit ¢ =tz 0 R. Préciser ¢(O) et ¢(C) .En déduire que ¢ =g.

Exercice 3 (5points) :
Le plan étant rapporté a un repére orthonormé direct (O ,u ,v
1). Résoudre dans C I'équation (E): z? — (3 + i)z + 2(1 +i) =0.
2).Soit I'équation (Eq) : z2 — (3 +i)e'®z + 2(1 + i)e?® =0.(0 €[0 ;g])
a).Montrer que z est une solution de (Eg) si et seulement si (ze~i®) est une solution de (E).

b). Résoudre, dans C, I'équation (E,) .
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3).0n considére les points A , B et C d'affixes respectives a=2e'® ; b=(1+i) e'® et c=ie'®.
a).Donner la forme exponentielle de b et c.
b).Montrer que (OA)L(OC) et (BO)L(BA).

c).Construire les points A,B et C pour une valeur de 0 choisie arbitrairement dans]0 ;g[.
4).a).Montrer que OABC est un trapeze (v 0 €[0 ;g])

b).Vérifier que l'aire de ce trapéze est constante (v 6 €[0 ;g]).

Exercice 4 (6points) :
On considére la fonction f définie sur [0 ;7] par f(x)=\/sin (2x) et on désigne par ¢, sa courbe dans un repére
Orthonormé (O 1))
1).Montrer que f n'est pas dérivable a droite en O.Interpréter ce résultat graphiquement.
2).a).Montrer que f est dérivable sur ]0 ;E] et calculer f(x) (vx € 10 ;E]).
b).Dresser le tableau de variation de f puis tracer c;.
3).a). Montrer que f est bijective de [0 ;E] sur [0;1]. (on notera g la fonction réciproque de f).

b).Etudier la dérivabilité de g a droite en0 et a gauche en 1.

X

Vi1-x*

c). Montrer que g est dérivable sur ]0 ;1] et que g'(x)= (vx €10 ;1]).

4).a).Montrer que ,V n € IN*,I'équation f(x):i admet dans [0 ;E] une unique solution a,puis calculera;.

b).Montrer que (a,,) est décroissante et en déduire qu’'elle est convergente vers une limite a calculer.

BON TRAVAIL
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Lycée : Thelepte

Mhamdi Abderrazek

Exercicel :

1).Vrai. 2).Faux. 3).Faux.
Exercice2:
1).a).Soit les points M,(z, ); M, (z,); g(M, )= M',(z'y) etg( M, )= M',(z';).

On a M';M', =|z', — z',|=|-i(z, — z,)|=|-illz, — z;|=M;M, signifie g est une isométrie.

b).Ensemble de points invariants par g :M est invariant par g signifie g(M(z)) =M(z) signifie z=-i z

signifie (1+i) z = 0 signifie z = 0 signifie M = O signifie g est la rotation de centre O et d'angle

a E(O—I‘;);—\O—IW;) [ZH]EaI’g(Z;,) [2n]= arg(—i) [2n]= —*[20] ,d’ou g est la rotation de centre O et d'angle =~ .
2).a).0n a R(C)=J et R(J)=0 donc I'angle de R est 6 E(E?;—]:ﬁ) 2n] = ((]—C—‘)’;—]:(—))) +m)2n = _?"[2n]
b)ROR(C)=RJ)=O ;Ona ROR =T (0,8 0 rq T @ m=3q (00 S, est la symétrie centrale de centre Q)

d’ol Q est le milieu du segment [CO].
3).i))0n a QO=CK et (@0; K) = Z[2a] donc R(0) =
ii)On a O=1*K donc R(O)=R(I)*R(K) alors K=R(1)*C or K=D*C d'ou R(1)=D.
iii).On a R(1)=D donc r(ﬂ;—?n)(l):D alors QI=QD et @ﬁ_ﬁ) = _7”[21'[] et par suite QID est un triangle isocéle
et rectangleen Q.
4). p(0)=tg 0 R(O)=tg (K)=O et ¢(C)=t 0 R(C)=tg (J)=B.
On a ¢ est la composée d'une translation et d'une rotation d'angle _7" donc ¢ est une rotation d'angle %’
Or @(0)=0 alors ¢= T =9
Exercice3:
1). (E): z%2 — (3 +1i)z + 2(1 +i) =0. On a A= (-(3+i))2-4(2(1+i))=-2i=(1-i)2 ; soit 6=1-i une racine de A
Donc z,=(-b+8)/2a=2 et z,=(-b-5)/2a=1+i d’ol §:={2 ; 1+i }
2).a). (ze~19) est une solution de (E) signifie (ze~19)2 -(3+i) (ze'®) +2(1+i) =0 signifie
e 219(z2 — (3 +i)ei®z + 2(1 + i)e?®) =0 signifie z2 — (3 +i)e'®z + 2(1 + i)e?® =0 signifie z est une solution
de (Ey) .

b).On a z';e %=z, et z',e"®=z, signifie z';=2 et z',=(1+i) e® d'ot1 S;={2e'® ; (1+i )e'®}.
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3).2).b=(1L+) e= VZe'tel®= V2 ™D | o= ie=el®*D)
b)-*)-% =§=§ imaginaire pur signifie 04 L OC signifie (OA) 1 (OC).
0A

«). 228 :bb;a:-i imaginaire pur signifie AB L OB signifie (AB) L (OB).

208

c).Construction des points A ;B et C pour une valeur de 0 choisie arbitrairement dans]0 ;E[ :

On a: a=2 ¥ signifie OA = 2 et (ii; 04) = 0[2n] signifie A€ {9, et (if; 04) = 6[2n]
On a : b=v2e'®? signifie OB =v2 et (i; OB) = (9 +E)[2H] signifie BE {(y. 3, et (; OB) = (9 + E)[ZH] :

On a: C=e'®? signifie OC =vZ et (; 0C) = (0 +1)(2n] signifie CE {(o.y) et (& 0C) = (0 +7)[2a .

4)_*)jL:B :?:% est réel signifie (BC)Il (OA) signifie OABC est un trapéze.
0A

%).A(OABC) :w :g u.a (constante (v 8 €[0 ;7])).
Exercice4 :
1). Ona limx_,0+ % :limx_,0+ sir;(zx) :limx_,0+ Lx sin;Zx) =400 (Cal’ limx_,0+ % =400 etlimx_,0+ Sinizx) :\/E)

Donc f n'est pas dérivable en 0* et par conséquent ¢, admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente
paralléle a (0,3 ) dirigée vers le haut.

2).a).0n a la fonction x—sin(2x) est dérivable sur ]J0 ;E] etsin(2x) >0Vv x € ]0 ;E] donc f est dérivable sur]0 ;E].

2cos (2x) _ cos (2x)

etonaf’(x):zm—m
b). | X |0 z '
f'(x +

0 0

3).a).0n a f est continue et strictement croissante sur [0 ;E] donc f est bijective de [0 ;E] sur f([0 ;E]):[O i1].

b). x)On a ¢; admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente paralléle a (0,3 ) donc ¢y admet au point
d'abscisse 0 une demi-tangente paralléle & (O,1) alors g est dérivable a droite en 0 et on a g'4(0)=0.
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¥)On a ¢; admet au point d’abscisse ~ une demi-tangente paralléle & (O,1) donc ¢, admet au point
f 4 9

d'abscisse 1 une demi-tangente paralléle a (O, ) alors g n’est dérivable a gauche en 1 .

c).On a f est dérivable sur JO 5[ et f‘(x)= 0 V x € ]0 ;5[ donc g est dérivable sur f(J0O ;=[)=]0 ;1[.
4 4 4

P | on_ cos(2x) _J1-sin2(2x) _J(1-f*(x)) _ N X
Onag'(x) =@ orf (x)—m =—® - I® de plus on a f(g(x))=x donc g (x)—m
(vx €]0;1]).

4).a).f est bijective sur [0 ;E] et% e f([0 ;E]):[O ;1] doncv n € IN* I'équation f(x):% admet dans [0 ;E] une unique

solution a,, et on a f(a;)=1 signifie a, :g(l):E .
b).x) On a g est strictement croissante sur [0 ;1](car f est strictement croissante sur [0 ;E]) etﬁ < % alors

o( ﬁ) < g(%) donc a,,, < a, d'ou (a,) est décroissante.

*) On a (a,) est décroissante et minorée par 0 donc (a,,) est convergente.

¥) On alim, ., &, =lim, ., gC) or lim, ., ~ = 0 et lim,_, g(x) =0 d'oti lim,_,..., &, =0.
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