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Exercice N°1

Partie A

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, ), on désigne par %, la courbe représentative de la foncdion u

b e %
.ﬂ(.‘[‘):l’l."l-;-l":r—z @

oll a. b et ¢ sont des réels fixés. %
On a tracé sur le graphique ci-dessous la courbe %, et la droite % d'équation y = 1.
T1® ﬁi@r‘

définie sur Uintervalle |0, +o¢[ par :

~d

On précise que la courbe %, passe par les points A(1,0) et B(4.0) et que I'axe des ordonnées et la droite % sont
asymptotes a la courbe %€,,.

1) Donner les valeurs de u(1) et u(4).

2) Donner lim wu(r). En déduire la valeur de a.

T—F TG

3) En déduire que, pour tout réel = strictement positif, u(x) = il
Partie B
Soit f la fonction définie sur 'intervalle |0, +oc[ par :

fir)=xz—5lnx — i
T

1) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers ().
2) Déterminer la limite de f(x) lorsque = tend vers +oc.

3) Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) = u(z).
En déduire le tableau de variation de la fonction f en précisant les limites et les valeurs particuliéres.

Exercice N°2
Partie A

Soit u la fonetion définie sur |0, +oo[ par

wlz) =In(x) +x - 3.
1) Justifier que la fonction u est strictement croissante sur Uintervalle |0, +oc.
2) Démontrer que 'équation u(x) = 0 admet une unique solution a comprise entre 2 et 3.

3) En déduire le signe de u(x) en fonction de z. 2016
6
: w. net

>



Partie B
Soit f la fonction définie sur U'intervalle |0 ; 4o0c[ par
1
flz) = (] - —) (In{x) — 2) + 2.
I

On appelle % la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.

1) Déterminer la limite de la fonction f en 0.

2) a) Démontrer que, pour tout réel z de U'intervalle |0, +oc, f'(z) = @ oit u est la fonction définie dans la partie
T
A
b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur Uintervalle |0, +oc].
Partie C

Soit ¥’ la courbe d’équation y = In(z).

1) Démontrer que, pour tout réel x de Uintervalle |0, +oc[, f(z) = In(z) = w

En déduire que les courbes % et €' ont un seul point commun dont on déterminera les coordonn

2) On admet que la fonction H définie sur Uintervalle |0, +o0c[ par

H(z) = 5 (In(z))? @
1ni%) %

est une primitive de la fonction h définie sur 'intervalle ]0, +oc[ par h(z) =

e ;
Calculer [ = f f=elne dr. K
1 g
Interpréter graphiquement ce résultat. %
Exercice N°3

- =
Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans le plan muni d’un repetVyorthonormé (D; L} ), la courbe

N
représentative % d’une fonction f définie et dérivable sur Uintervalle |0, +ool.

C B
=
]
0 —1* A

On dispose des informations suivantes :

- les points A. B, C ont pour coordonnées respectives (1,0), (1,2), (0,2):
- la courbe € passe par le point B et la droite (BC) est tangente 4 % en B;
- il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout réel strictement positif x,

) = ﬂ-l—blnx-
1) a) En utilisant le graphique, donner les valeurs de f(1) et £(1).

(b—a)—blnx
%= I

b) Vérifier que pour tout réel strictement positif x, f'(x) =

¢) En déduire les réels a et b.
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2) a) Justifier que pour tout réel x appartenant 4 Uintervalle 10, +o0[, f'(x) a le méme signe que —Inx.

b) Déterminer les limites de f en 0 et en 4oco.

On pourra remarquer que pour tout réel x strictement positif, f(x) = = +2—.

c) En déduire le tableau de variations de la fonction f.
3) a) Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution o sur 'intervalle ]0, 1].

b) Par un raisonnement analogue, on démontre qu’il existe un unique réel B de l'intervalle |1, 400 tel
que f[B) =1.

Déterminer Uentier n tel quen < B <n+ 1.

4) Le but de cette question est de démontrer que la courbe € partage le rectangle OABC en deux domaines
d’aires égales.

1
a) Justifier que cela revient & démontrer que J fix)dx=1.

[]

; ; a0 g 1 ; ;
b) En remarquant que I'expression de f(x) peut s’écrire — + 2 x — x Inx, terminer la démonstration.

x x \
Exercice N°4

Soit T la fonction définie sur 'intervalle ]0; +oo[ par %N%

flx) = 1+ In(x)

x? %
1) a) Etudier la limite de f en 0. N%
. In(x) : 2 s :
b) Que vaut lim ——7 En déduire la limite de la fonction f en +oo.

X—+o0 X

¢) En déduire les asymptotes éventuelles & la courbe % @§
2) a) On note f' la fonction dérivée de la fonetion f sur Uintervalle ]0; +ool. %
Démontrer que, pour tout réel x appartenant a Uintervalle ]0; +oal, N%
P(x) = @

x3 < %
b) Résoudre sur 'intervalle ]0; +oco[ I'inéquation —1 — 21In(x) > 0.
En déduire le signe de f'(x) sur U'intervalle ]0; +-ool.

—1—2n(x)

¢) Dresser le tableau des variations de la fonction f.

3) a) Démontrer que la courbe %" a un unique point d'intersection avee 1'axe des abscisses, dont on précisera
les coordonnées.

b) En déduire le signe de f(x) sur U'intervalle |0; +ocl.

4) Pour tout entier n 2 1. on note I, Uaire, exprimée en unités d’aires, du domaine délimité par 1'axe des abscisses,

1
la courbe % et les droites d'équations respectives x = — et x = n.
e

a) Démontrer que 0 £ I < e—

P =

On admet que la fonction F, définie sur Uintervalle ]0; +oo[ par F(x) =

—2 —In(x)
X
la fonetion f sur intervalle ]0; Leal.

, est une primitive de

b} Caleuler I, en fonetion de n.

c) Etudier la limite de I, en +oa. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
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Exercice N°5

Soit n un entier naturel non nul.
On considére la fonction f,, définie et dérivable sur I'ensemble B des nombres réels par

_fu(ﬁ i Ize—iﬂr
On note %, la courbe représentative de la fonetion f,, dans un repére orthogonal.
1

On définit, pour tout entier naturel n non nul, I, = f fal(z) dz.
0

Partie A : étude de la fonction f;

1) La fonction f; est définie sur R par fi(x) = 2%e ™%,

On admet que fy est dérivable sur R et on note f] sa dérivée.

a) Justifier que pour tout réel x, f](r) = 2re=2*(1 — z). \
b) Etudier les variations de la fonction f; sur R. %
¢) Déterminer la limite de f; en —oc. @
2 §\
d) Vérifier que pour tout réel x, fi(x) = (eiﬂ“) . En déduire la limite de f; en 400, N

2) En utilisant un systéme de calcul formel, on trouve qu'une primitive Fy de la fonction f1
En déduire la valeur exacte de [.

Fi(z) = —e2=
(x) e ( 5 LR = + %%
Partie B : étude de la suite (I,) %
1) Seit n un entier naturel non nul. @

a) Interpréter graphiquement la quantité I,.

b) Emettre alors une conjecture sur le sens de variation et sur la limite éventuelle de la suite (I,,).
Expliciter la démarche qui a mené i cette conjecture.

2) a) Justifier que, pour tout entier naturel n non mul et pour tout réel x appartenant a [0, 1],

Fas1 (-1'] = E_Exfn{a'r)-

b) En déduire, pour tout entier naturel » non nul et pour tout réel x appartenant a [0, 1],

fn+l{I] = fu{m}'
c) Déterminer alors le sens de variation de la suite (I,,).

3) Soit n un entier naturel non nul.

a) Justifier que pour tout entier naturel n non nul et pour tout réel x appartenant a [0, 1],

< fﬂ{E]I .._{LB_E"I.
b) En déduire un encadrement de la suite (I,,), puis sa limite.

Exercice N°6
Partie A

On considére la fonction f définie et dérivable sur Uintervalle [0 ; 4-0o[ par
f(x) =xe ™

1) Déterminer la limite de la fonction f en +oco.

2) Déterminer la dérivée f' de la fonction f sur [0 © +oof et en déduire le tableau de variations de f sur [0 ; +ool

On donne en annexe la courbe %7 représentative de la fonction f dans un repére du plan. La droite A d'équation

Yy = x a aussi été tracée.
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Partie B

Soit la suite (u,) définie par ug =1 et, pour tout entier naturel n, w1 = f{ugp).

1) Placer sur le graphique donné en annexe, en utilisant la courbe %% et la droite A, les points Ag, Aq et
Az d'ordonnées nulles et d’abscisses respectives g, wy et wz. Laisser les tracés explicatifs apparents.

2) Démontrer par récurrence gue pour tout entier naturel n, u, > 0.

3) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

4) a) Montrer que la suite (1, ) est convergente.
b} On admet que la limite de la suite [uy) est solution de I'équation xe™™ = x. %N%

Résoudre cette équation pour déterminer la valeur de cette limite.

Exercice N°7
Partie A

Soit f la fonction définie sur R par

g 3
T A g

f(zx)

- =
Sur le graphique ci-aprés, on a tracé, dans un repére orthogonal (O, £,.9 ), la courbe représentative ¥ de la fonction
[ et la droite A d’équation y = 3.

= 1]




1) Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur R.
2) Justifier que la droite A est asymptote a la courbe €.

3) Démontrer que 'équation f(z) = 2,999 admet une unique solution o sur R.
Déterminer un encadrement de o d’amplitude 1072,

Partie B
Soit h la fonction définie sur R par h(x) = 3 — f(x).
1) Justifier que la fonction h est positive sur K.

2) On désigne par H la fonction définie sur R par H(z) = —g In (1 + e~2%).
Démontrer que H est une primitive de h sur R.

3) Soit a un réel strictement positif.

a) Donner une interprétation graphique de U'intégrale f h(z) dz.
0

R e - \
b) Démontrer que ./n hiz) d= = 3 In (m) |

’ it ML ; i z 2
¢) On note % 'ensemble des points M(z ; y) du plan défini par { o) i

Déterminer 'aire, en unité d’aire, du domaine %, gg\@

Exercice N°8
Soit a un nombre réel fixé non nul.
Le but de cet exercice est d’étudier la suite (1w, ) définie par : @\
Up=a et,pour tout ndelN, u,,,=e™ —e”“.
On remarquera que cette égalité peut aussi s’écrire : w,, 7 = e¥n (et~ —1). R\No
1) Soit g la fonction définie pour tout réel x par : %
g(x) = e** —e* —

a) Calculer g'(x) et prouver que, pour tout réel x : g'(x) = [e* — 1) (2e* + 1).

b) Déterminer les variations de la fonction g et donner la valeur de son minimum.

¢) En remarquant que u,, .7 —u, = g(u, ), étudier le sens de variation de la suite (u,,).
2) Dans cette question, on suppose que a < 0.

a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, < 0.

b) Déduire des questions précédentes que la suite (un) est convergente.

¢) Dans le cas ot a vaut 0, donner la limite de la suite (u,).

3) Dans cette question, on suppose que a > 0.
La suite (1w, ) étant croissante, la question 1) permet d’affirmer que, pour tout entier naturel n, u,, =z a

a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a : wna41 —un = gla).
b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona : un = a+n x gla).

¢) Déterminer la limite de la suite (1 ).
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Exercice N°9

— —
Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans un repére orthonormsé (D, i,j ) une courbe % et la droite (AB) o

et B sont les points de coordonnées respectives (0; 1) et (—1; 3).

(On désigne par f la fonction dérivable sur B dont la courbe représentative est %
(On suppose, de plus, qu'il existe un réel a tel gue pour tout réel x,

flxl=x+1+ axe ™.
1) a) Justifier que la courbe ¥ passe par le point A.
b) Déterminer le coefficient directeur de la droite (AB).

c) Démontrer que pour tout réel x,

fiix)=T—a(x2—1)e™,
d) On suppose que la droite (AB) est tangente i la courbe % au point A.
Déterminer la valeur du réel a.

2) D'aprés la question précédente, pour tout réel x.
flx)=x+1 _3xe ™ et fllx}=1+ 3(212 — l} e,
a) Démontrer que pour tout réel x de Uintervalle | — 1 ; 0], f(x) = 0.
b) Démontrer que pour tout réel x inférieur ou égal 4 —1, f'(x) = 0.
c) Démontrer qu’il existe un unique réel ¢ de 'intervalle [—% - —1] tel que flc) = 0.
Justifier que ¢ < —% +2x 1072
3) On désigne par &' 'aire, exprimée en unités d’aire, du domaine défini par :

csxs0 e 0<y<fx).
a) Ecrire o' sous la forme d'une intégrale.

b) On admet que l'intégrale I =r f(x) dx est une valeur approchée de & 4 10~ preés.

Calculer la valeur exacte de l'intégrale L
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Exercice N°10
Soient f et g les fonctions définies sur R par \

flz)=e® et g(z)=2e7 —1. %
On note € et ¢, les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthogonal. @

1) Démontrer que les courbes € et €, ont un point commun d’abscisse () et qu’en ce point, ell t %
méme tangente A dont on déterminera une équation.
2) Etude de la position relative de la courbe %, et de la droite A. %\
Soit h la fonction définie sur R par h(z) = 2e7 —z — 2. @\
a) Déterminer la limite de la fonetion h en —oo. @
3 € 2
b) Justifier que, pour tout réel non nul =, h(z) = = (T —-1- —).

En déduire la limite de la fonction i en +00.

¢) On note k' la fonction dérivée de la fonction h sur R.
Pour tout réel z, caleuler h'(z) et étudier le signe de h'(z) smivant les \a

d) Dresser le tableau de variations de la fonction h sur R.

e) En déduire que. pour tout réel x, 2e7 —1 = x + 1.

f) Que peut-on en déduire quant a la position relative de la courbe % et de la droite A?
3) Etude de la position relative des courbes Cr et G

a) Pour tout réel x, développer I'expression (e’i’ - ]}2.

b) Déterminer la position relative des courbes € et €.

4) Calculer, en unité d’aire, I'aire du domaine compris entre les courbes %y et ¢} et les droites d’équations
respectives r = O et x = 1.
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