4eme Série : fonctions composées / fonctions réciproques Douma Ali

Exercice N° 1:

Soit la fonction f:x — x + V1 + a2
1)Etudier les variations de f.
2)Montrer que f admet une application
réciproque f~1 dont on étudiera
les variations .
3) Calculer x — Vx2 + 1 en fonction de
f(x) . en déduire 'expression
de f~1(x) en fonction de x.
Exercice N° 2:

Soit la fonction f définie par :

1) Etudier les variations de f.

2Montrer que I'équation f(x) = x

admet une solution € |1,2].

3) Montrer que f réalise une bijection
de R sur un intervalle que I'on
déterminera . Définir la fonction
réciproque f1.

Exercice N° 3:
Soit la fonction f définie sur ]—%,%[par

f(x)=tgnx —nx+1
1) Etudier les variations de f.

2) Montrer que f réalise une
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bijection de ]_71 , %[ sur un intervalle
qgue l'on déterminera.
Soit g la bijection réciproque de f .
Etudier la continuité et la dérivabilité
de g . Calculer g’ (2 — g)

3) a) Montrer qu’il existe un seul réel

ade]—%,—i[tel que: f(a) = 0.

b) Dresser le tableau de signe de f(x)

4) Soit la fonction h définie par:
_ 11
h(x) = X € [_E'E] \{0}

Etudier les variations de h.

mx—1

T sinmx’

Préciser h (%) eth; (— %)

Exercice N° 4:

Soit la fonction f définie sur [O, g[par :

1
cos2(x)’

fx) =
1) Montrer que f réalise une bijection
de [O,g[ sur un intervalle J que I'on

déterminera.
2) Montrer que la fonction f~1 est
dérivable sur un intervalle I que I'on
déterminera et calculer (f~1)'(x).

3) Soit g(x) = f~1(1 + cos?*x)




.a) déterminer I'ensemble de
définition de g
b) étudier la dérivabilité deg
et donner g’ (x)

Exercice N° 5:

Soit la fonction f définie sur [— gg]
par: f(x) = sinx

a) Montrer que f admet une fonction

réciproque f~1 définie sur:[—1,1]

Calculer: f1 (\/g) et f1 (— %)
b)Sia € [-1,1];
Calculer: f~1(a) + f1(~a) .
c)Six € [—1,1]; Calculer:
sin[f~1(x)] et cos[f1(x)].
2) Soit la fonction g définie sur [0, 7]
par: g(x) = cosx.
a) Montrer que g admet une fonction
réciproque g~ 1 . Déterminer Dg-1

b)Six € Dg—1 ; Calculer :

cos[g™'(x)] et sin[g~'(x)]
c)Montrer que :V x € Dg—1;
g ') =m—g'(—x)
d) Soita € [—1,1]. Exprimer a laide
de g~ 1(a) toutes les solutions de

I'équation : cosx = a

3)a) Montrerque :Vx € [—1,1];

0<s —f')<m
b) Calculer : cos E — f‘l(x)]

c) Montrerque :V x € [—1,1];

FlO+g7'(0 = 5
Exercice N° 6:
Soit la fonction f définie sur [O, g]

1
14+sinx

par: f(x) =
1) Soit la fonction ¢ définie sur ]O, g]
par: @(x) = % — sinx.

a) 1)Etudier les variations deg.

b) En déduire que I'équation f(x) = x

admet une unique solution a € ]O, g[

2) Montrer que f réalise une bijection
de [O, g] sur un intervalle J que l'on

déterminera.
3)a)Soitx €.
Exprimer sin[f~1(x)] et cos[f~1(x)]
En fonction de x.

b) En déduire : f~1(3) et (2 — v2)

c) Soitx € [0, g] .

_ 1
Calculer: f1 (1+wsx)
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Exercice N° 7:

Soit x € R.On note E(x) la partie
Entiere de . On considére les deux
fonctions :

¢:R— [0,1]: x > x— E(x)
Et

h:[0,1] — [0,1] : x — |2x — 1].

1)a)Soit: f = hoe .
Démontrer que :

e f estcontinuesurR,
e f admet le réel 1 pour période
e f est une fonction paire .

b) Représenter la courbe de f dans un
repére R.0.N(0,1,])

2) Soit F la restriction de f au
segment [0%] . Montrer que F

admet une bijection réciproque F~1
dont on précisera 'ensemble de
définition et 'ensemble image .

3) Soitg = Flof

a) Démontrer que g est définie,
continue sur R de période 1

et que g est paire.
b)Soit: k €7Z;
Exprimer g(x) en fonction de x et de k

Dans les deux cas :

x € [k,k+§[etx € [k—%,k[

Exercice N° 8:
Soitn € N et f,, la fonction définie
par: f,,(x) = x™/1—x.
1) Pour : n > 1 ; dresser le tableau de
Variation de f,,.
Déterminer 'unique élément a,, € |0, 1]
telque: f,,(a,) =0.
2) Etudier suivant les valeurs du réel ,
le nombre de solutions
f1(x) = k.

3) Montrer que I'équation :

de I'équation :

|xV1 — x| = % admet trois solutions

X1 ,Xo et x3 vérifiant :
-1 2
?<x1<0<x2<§<x3<1
4) Pouri € {1,2,3};

3 1
On pose : u; = E(xi — 5).

Montrer qu’il existe un unique réel
0; € [0, ] telque:u; = cos 6;
5) Montrer que 64,0, et 03 sont les

. . . 1
Solutions de I’équation : cos30 = 5

avec 6 € [0, m].

6) Déduire les trois réels x; , x, et x3.
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Exercice N° 1:
Soit la fonction f:x — x + V1 + a2
1)Etudier les variations de f.
On a:les deux fonctions:x > x et x — 1+ x?
sont définie , continues et dérivables sur R
Et puisque : pourtoutx € R; 1+ x% > 0;

Alors : la fonction x — V1 + x2 est définie , continue et dérivable sur R.

Donc f est définie , continue et dérivable sur R.

2x V1+x2+x
Etpourtoutx € R; f'(x) =1+ =
P fix) 2y 1+x2 V1+x2

Ona:pourtoutx € R;1+x2>x%2 = V1+x2 > Va2
= V142 > x|
= V142 > sup(x,—x)
En particulier : pour tout x € R;V1+xZ > —x
< pourtoutx € R; Vi+xZ+x>0
& pourtoutx € R; f'(x) >0
Conclusion : la fonction f est strictement croissante sur R .

Tableau de variation de f :

Calculons les limites aux bornes de Df

-1
lim f(x) = lim x++1+x2 = lim =0
X——00 X——00 X>—00 4 _ 1/1 + xZ

lim f(x) = lim x+1+x% =4
X—+o00 X—+o00

X —00 +00

f'(x) +

-+ 00
f 0 >
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2)Montrer que f admet une application
réciproque f~! dont on étudiera les variations .
On a: f est continue, strictement croissante sur R , donc réalise une bijection
de R sur ]0,+oo[.Soitdonc: f~1: ]0,+oo[ — R
3) Calculer x — V2 + 1 en fonction de (x) . en déduire 'expression

de f~1(x) en fonction de x.

Soitx € R; f(x) =x+V1+ x?
= (x—\/1+x2)f(x)= (x+ 1+x2)(x—\/1+x2)
& (x—\/1+x2)f(x)= —
<=>x—\/1+x2=%.

Ona:f1:]0,+0[— R

Soit: y €]0,+x[ < il existeununiquex € Rtelque: f(x) =y

fW)=y o x+Vl+xt=y ()
Or on sait que : x — V1 + x2 f_1=_71 (+5)

- _ 2

(*)+(**)donne:2x= 71+y S x = 12';3’
—1+x?

Conclusion:f"1= 10,+o[ — R:x — 2
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Exercice N° 2:

X

VaZ+1

Soit la fonction f définie par: f(x) =1 +

1) Etudier les variations de f.

Ona:pourtoutx € R;x%?+ 1 > 0, donc la fonction f est définie , continue et

Va2 41—
VaZ+1 _ 1

>0

dérivable sur R. Et pourtoutx € R; f'(x) = P R L
X X

Donc la fonction : f est strictement croissante sur R .

Les limites de f :

X

Ona:f(x) =1+ =14+ ——=1+
VaZ+1 Jx2 1+xi2 |x| 1+xi2
lim f(x) = lim 1+
X——00 X——00 1
|X| 1+;
X
= lim 1+
X——00 1
—X /1+—2
X
= lim 1+ ———=0car: lim -

X——00 1 X——00
— 1+
X
X

lim f(x)= lim 1+

X—+o00 X—+o00 1
|.X'| 1+;
= lim 1+
X——00 1
X 1+—2
X
= lim 1+
X——00 1
1+
=2
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Tableau de variation de f :
X —00 +o0

f(x) +

0
2Montrer que I'équation f(x) = x admet une solution € |1,2].
Onpose: p(x) = f(x) — x
PO =f-1=— L gL HUERL
(x2+ DVxZ +1 (x2+ DVxZ +1
Car:pourtoutx € R; (x2+1DVaZ+1 > 1

Donc on a :la fonction @ est strictement décroissante sur R

De plus ¢ est continue et puisque : (1) X @(2) = (%) X (— g) <0

Alors I'équation : @(x) = 0 admet une unique solutiona € ]1,2[
Donc I'équation : f(x) = x admet une unique solution € |1,2].
3) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle que I'on
déterminera . Définir la fonction réciproque f‘1 .
On a: f est continue, strictement croissante sur R , donc réalise une bijection
de R sur ]0,2[.Soitdonc: f~1:]0,2[ — R.
Soit: y €]0,2[ & il existe ununiquex € Rtelque: f(x) =y

2
f@=y e 1+ Z==y & Z—=y-1o (Z=) =0-1

2

X
x2+1

=(y-1D)?*e ¥*=@H-1D*x*+1)

2(1 = (y = 1)2) = (y — 1)2 2 _ -
ex*1-@Y-D)=0-1° ox )

+(y—1 ~1
S x= 0 )(:)xz 24 car lim f~1 (x) = 4+

VY2 -y) VY2 -—y) x-2"
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x—1

Donc: f1:]0,2[ - R;x —

Vx(2-y)

Exercice N° 3:
Soit la fonction f définie sur ]—%,%[par S(x) =tg(mx) —mx+ 1
1) Etudier les variations de f.
-1 1 -T W
Ona:pourtout x € ]7 , E[ ; TX € ]7 E[
donc la fonction x — tg(mx) est définie , continue , dérivable sur ]_71 , %[

s . L. -1 1
de plus: x —» —mx + 1 est définie, continue, dérivable sur ]? , E[

. 7 o . . 7 e _1 1
Donc la fonction f est définie, continue, dérivable sur ]7 , E[ ,

pourtout x € ]_71 , %[;f’(x) = n(l + tgz(nx)) —1=nxtg*(mx) =0
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Tableau de variation de f :

x ——

f(x) +

f  #0€

" .. -1 1 i
2) Montrer que f réalise une bijection de ]7 ) E[sur un intervalle que

I'on déterminera. Soit g la bijection réciproque de .

Etudier la continuité et la dérivabilité deg. Calculerg’ (2 — g)

. . _1 1 e .

On a: f est continue , strictement monotone sur ]7 , E[ ,donc elle réalise une

v L. -1 1 -1 1
bijection de ]— , —[ sur f (]— , —D =R

2’2 2’2

et sa fonction réciproque g est définie surR.

. . -1 1 .
Puisque f est continue sur ]7 , E[ ,alors g est continue sur surR.

7 . _1 1 _1 1 /

On a: f est dérivable sur]7 ) E[ et pourtout x € ]7 , E[\{O} ; ff(x) =0

Donc : g est dérivable sur R\{1}car: f(0) =1

05—

Ve

Posons:f‘l(Z—g)=x(:>f(x)=2—§ o x = i@f-l(z_%):l

Donc:

g’(z_z): 11 :%

D70
3) a) Montrer qu’il existe un seul réel a de ]—1 — i[ tel que: f(a) = 0.

onaf (-2~ - |3

. . . N 1 1
Puisque on saitque 0 € ]—oo ,g[ et la fonction f est une bijection sur ]— >~ Z[

'S

alors qu’il existe un seul réel a d(éelvoﬂ;a‘:tque fla)=0




b) Dresser le tableau de signe de f(x)

X | | a -
fx) ‘ - +
. . fgs s . _ mx-1 11
4) Soit la fonction h définie par: h(x) = ———; XE€ [ ) 2] \{0}.

Etudier les variations de h. Préciser h, (%) et h; (— %)

On a : la fonction h est continue, dérivable sur [— = —] \{0} et

% (sin(mx)—cos(mx) (mx—1))

Pour tout x € [— %%] \{0}; h'(x) =

w2sin? (mx)

[ ’ (tgnx—mx+1)cosmx
< Pour tout x € =3 —] \{0}; h'(x) = pr o
f(x)cosmx
P toutx € [—=,=[\{0}; A’
< Pour tout x _ ] \{0};h'(x) = Sin?(mx)
Ona:Pourtoutx € |—= —] \{0};cosmx > 0et sin*(mx) >0
Donc Pour tout x € [—- —] \{0}; h'(x) et f(x)ont le meme signe :
X _1 a 0 L
2 2
h'(x) — 0 + +
h(— %) + g +00
h(a) —00
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Exercice N° 4:
1

cos2(x)"

Soit la fonction f définie sur [O,E[par f(x) =

1) Montrer que f réalise une bijection de [Og[ sur un intervalle J que I'on
déterminera.

On a: la fonction f est définie, continue, dérivable sur [Og[ et:

sin2x

i, >0car:2x €[0,m|.

Pour tout x € [0 [ f(x )—

. . [ s _qe
On adonc:f est continue, strictement monotone sur [O, E[ , donc elle réalise

une bijection de [0,§[sur J = [f(O) llmf(x)[ [1, +ool.

P

Donc: : f1:[1,+oo] — [Og[

2) Montrer que la fonction f‘1 est dérivable sur un intervalle I que l'on
déterminera et calculer (f~1)'(x).

Ona: f estdérivable sur [Og[ et pour tout x € ]Og[ s ff(x) #0

Donc : f~1 est dérivable sur ]1, +o:

Soit x € ]1,+w[ alors: (f71)' (x) = m

Or pour tout € |1, + oo, il existe un unique y € ]O,g[tel que: f(y) = x

. cos* ()

< pour tout x € |1, +oo[; (f 1) (x) = fr(y) sin2y

Ona:x=f(y) e x= @coszy=%‘:’0054(}’)=xlz

cos2y

Et sin2y = 2sinycosy = 2 (\/1 — cos2 cosy /1 — =X \/i_
¥ 1
S @=—=

1.1 2 1_1
2/1 X 2x /x =
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Finalement : pour tout x € |1, +oo[ ; (f 7 1)'(x) = !
=

Devoirat



3) Soit g(x) = f1(1 + cos?*x)

a) déterminer I'ensemble de définition de .
Onsaitque:pourtoutx € R;1 <1+ cos’x <2
Donc: pourtoutx € R; 1+ cos’x € [1,+oo[ = Dy
Et par suite: D, = R.

b) étudier la dérivabilité deg et donner g’ (x) .
Ona:g= floh avec h:x — 1+ cos*x .

Ona: hestdérivablesur R

f~1 est dérivable sur |1, +o] ,

Et pourtoutx € R \{§+k1r;k€ Z};h(x) € ]1,2] c ]1, +oo],

Donc : g est dérivable sur R \{g + km; k € Z}.

Autrement :
f~1 est dérivable sur |1, +oo[ ,

1+ cos?’x €]1,+o] & 1+cos’x #1 S x + §+kn;ke Z
Donc : g est dérivable sur R \{§+kn;ke Z}.

Et pourtout:x € R \{§+kn;k€ Z};

9'(x)=({"Toh)'(x) = h'x) x (f 1) (h(x)) = (—sin2x)

1
1+cos?x

2\/1—

—sin2xv1 + cos?x
& g'(x) = 5 cosx = —sin(x)y/1 + cos?x
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Exercice N° 5:
Soit la fonction f définie sur [—g,g]
ar: f(x)=sinx

a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur: [—1,1]
-1 (V3 1(_1
Calculer: f (2 ) etf ( 2).
On a: f est continue, dérivable sur [— E,E] et
Pour toutx € |—— —] ;s f'(x) =cosx =0

Donc f est strictement croissante sur [— gg] donc réalise une bijection
T
de[~7.5|surf ([-3.5]) = (-1.1]

f_1<\/7§>=x e f(x) = \/2—§ & sinx =\/7§etx € [—; ;]@ng

- (2)-:
! (—1)—36 e flx) = —% & sinx = —%etx € [—gg] & x= —%
“r (Y

b)Sia € [-1,1]; Calculer: f~1(a) + f1(-a) .

Soita € [—-1,1];onpose: fl(a)=x © f(x) = a © sinx =a
s sin(—x) = —a © f1(-a)=—x

Donc: f1(a)+ f 1 (—a) =x+ (—x) = 0.

c)Six € [—1,1]; Calculer: sin[f1(x)] et cos[f 1(x)].

Six € [-1,1];0na : sin[f' ()] = f([f'(0)]) =x

Et cos[f1(x)] = Jl—sinz(f‘l(x)) = V1 — x2
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2) Soit la fonction g définie sur [0, T] par: g(x) = cosx.
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ ! . Déterminer Dg-1
On a: la fonction g est continue, dérivable sur [— g, g] et

Pourtoutx € [0, 7] ; f'(x) = —sinx < 0, donc g est continue, strictement
monotone sur [0, 7t], donc elle réalise une bijection de [0, T] sur [—1,1]

etalors: D -1 = [—1,1].

b) Six € D -1; Calculer : cos[g~1(x)] et sin[g~1(x)]

Soitx € [-1,1]; cos[g ' (x)] = g(g‘l(x)) = x

Et sin[g 1(x)] = \/1 —cos%(g~1(x)) = V1 — x2
c)Montrer que : V x € D ;-1; glx)=n—-g1(-x)
Soitx €[-1,1]; g (n — g‘l(—x)) = cos (n — g‘l(—x))

= —cos (g‘l(—x))
= —X
Donc pourtout:x € [-1,1]; g '(x) = — g ' (—x)
d) Soita € [—1,1]. Exprimer a I'aide de g~!(a) toutes les solutions de
I'équation : cosx = a .
Ona:cosx=a S gx)=a ©x=g(a).
3) a) Montrerque:V x € [—1,1] ;
0 < g—f—l(x) <

On sait que pourtout:x € [—1, 1];—% < flx) < g

S flWHseo0<s —f'x)<n

b) Calculer: cos E — f‘l(x)]
cos [g — f‘l(x)] = sin (f‘l(x)) =X
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c)Montrerque:Vx € [-1,1]; f1(x)+ g 1(x) = g
On sait que V x € [-1,1]; cos |5 — f1(x)| = x
Donc:vVxe[-1,1]; g7'(x) = 2 - f'(x)

= vxe[-1L1 T +g7 () =

Exercice N° 6:

1

14+sinx

Soit la fonction f définie sur [0, g] par: f(x) =
. . spe s 1[4 1-x .
1) Soit la fonction ¢ définie sur ]0, E] par: @(x) = — — sinx.
a) 1)Etudier les variations de.

. 1- . . .
La fonction: x — Tx — sinx est la somme de deux fonctions continues,
dérivables sur R*, en particulier sur ]O, g] ,
donc la fonction ¢ est continue , dérivable sur ]O, g]
et pourtout x € ]0 E] ;' (x) = ~ 1 _cosx=- (l + cosx)
721’ P x2 x2
Donc : pour tout x € ]0, g] ;@' (x) <0 carx € ]O, g] alors cosx >0

Donc : @ est strictement décroissante sur : ]O%]

X 0 z
2
@'(x) —
() +00
\ 2_9
T

b) En déduire que 'équation f(x) = x admet une unique solution a € ]0,%[.
Puisque @ est continue strictement décroissante sur ]0, g] alors elle

Réalise une bijection de ]0, g] sur E —-2,+ oo[

Ona:0 € E —-2,+ 00[ alors il existe un unique réel a € ]0,2[/ o(a)=0
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1-a ) 1 ) 1
pa)=0 ———sina=0 —=1+sina=sa= ——
a a 1+ sina
S a=f(a)
Donc : ’équation : f(x) = x admet une unique solution a € ]Og[
2) Montrer que f réalise une bijection de [O, g] sur un intervalle J que I'on
déterminera.
Ona:f =gohavec:g:x — ﬁ eth:x - sinx

Ona:h:x - sinx est continue, dérivablesur R,

en particuliersur: I = R\ {—g + an}.
Aussi: g:x — ﬁ est continue , dérivable sur R\{—1} et
Pourtoutx €1 = ]R%\{—g + an} ;h(x) € R\{—1};
Donc la fonction : f = goh est continue, dérivable sur I = R\ {— g + an}

En particulier ; f est continue, dérivable sur [O, g] ;

—COSX

(Atsinx)? < 0 et par suite :

Et pour tout x € [0, g] fl(x) =
f est strictement décroissante sur : [O, g]

x|0

f'(x) -
1

f  »§

V4 . L n 4 L]
f étant continue , strictement monotone sur [O’E] donc f réalise une

NS

N 1 . . . o
bijection de [0,%] surJ = [E’ 1] donc f admet une fonction réciproque noté f~1
— 1 . . . 4 L
et: f1: [E’ 1] — [O, g] et est elle aussi continue , strictement décroissante sur

son domaine | = E,l] B ot
2 evVolira




3) a) Soit x € J. Exprimer sin[f~1(x)] et cos[f1(x)]
en fonction de x .

Soitx € El] sl =y o fy)=x

1
1+siny a

& siny = %— 1
& sin[f~1(x)] zi— 1

Or on sait que pour tout x € E 1] : cos? (f‘l(x)) + sin? (f‘l(x)) =1

& |cos[f1(0)]| = \/1 — sin?(f~1(x))

2

& |cos[f 1 (0)]| = \[1 — (%— 1)

Devoirat



Or : pour tout x € E,I] s 1) € [O,g_ donc cos[f1(x)] =0

1 V2x —1
donc : pour toutx € lf’l ; cos[f‘l(x)] — —
7 . _1 2 _1
b) En déduire : f (E)etf (2—-+2)
2
_1<2)_ @()_z@ 1 2 _1—5(:)_ 1
7 3)=Yy IO =39 1 iny 35S = 7 Ssiy =5
3
. m _ T -1 (2T
Or.y€[0,2]=>y—6donc.f (3)_6
1 V2 -1
-1 > D=z~ — 92 _ 2 si _
f( \/—) z 1+ sinz V2 sinz 2 -2
> si _ Vﬁz — __TI ' c [O TI]
sinz = > z—4 car: z 5
T
f_l(Z—\/f)=Z
i . . £-1 1
c) Soitx € [0, 2] ; Calculer : f (1+Cosx)
1 1 1

F (i) =y = f0) =

L ey =
1+ cosx 1+ cosx 1+siny 1+ cosx

/4
——y=x+2knm

. T 2
& siny = cosx < cos (E—y) =COSX S | 7
——y=—x+2km
2
[
y=—-—x+2knm
= %
)’==EE'+LX'+:ZR7I

Oronsaitque:y € [Og] donc:f‘l( ! )= L

1+cosx

Autrement :

_ 1 _ 1 ~ T T
M irem) i) UG R) 2

Devoirat




Exercice N° 7:

Soit x € R.On note E(x) la partie Entiére de x . On considére les deux
fonctions: @:R — [0,1]: x — x — E(x)
Et h:[0,1] — [0,1] : x — |2x — 1]|.

1)a)Soit: f = ho@ . Démontrer que :

e f estcontinuesurR,
e f admet le réel 1 pour période
e f est une fonction paire .

On sait que la fonction partie Entiére de x est continue sur tout
Intervalle de la forme:[n,n+ 1[avec:n € Z
Donc la fonction ¢ : x — x — E(x)
est continue sur tout intervalle [n,n + 1[avec:n € Z
Et la fonction h : x — |2x — 1| est continuesur R D R\Z
En particulier h : x — |2x — 1] est continue sur tout intervalle [n,n + 1]
Donc la fonction f est continue sur tout intervalle [n,n + 1[avec:n € Z
Etudions la continuité de f en Z :
Onapourtout x € R: f(x) = hop(x) = |2(x — E(x)) — 1]
Et par suite pourtout x € Rona:

f(x)=12(x—m+1)—1|six € [n—1,n|
{ f(x)=12(x—n)—1|six € [n,n+1]

lim f(x)=1 et xl_i)r1111+ fx)=1

xX—n-

Donc : f est continue en tout entiern € Z

Conclusion : f est continue sur R .

e f admet le réel 1 pour période

Ona:f =hogp

On remarque que : toute période de ¢ est une période de f.

Soitx € R:op(x+1)=x+1-E(x+1)=x+1-(E(x)+1)=x—E(x)
Donc : 1 est une période de “Nevoirat




Soitx € R: f(x+1) = hop(x+1) = hop(x) = f(x)
Donc : 1 est une période de f.

e Montrons que : f est une fonction paire .
> Soitx € R;—x € R

» f(—x) = [2(—x — E(—x)) — 1]
Onsaitque:E(x)=m en <x<n+l e -n—-1<-x<-n
1¢"cas : six=nalors: f(—x)=f(—n) =1=f(n) = f(x)

2¢Mecqs:six #nalors: E(—x) = —-n—1=—-E(x)—1

Donc: f(—x) = |2(—x — E(—x)) — 1|

2(—x + E(x) +1) — 1|

= 2x—-E(x)—1)+ 1|

= [2(x —E()) + 1]

= f(x)

Donc : f est une fonction paire .

b) Représenter la courbe de f dans un repére R.0.N(0,1,))
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2) Soit F la restriction de f au segment [O, %] . Montrer que F admet une

bijection réciproque F~1 dont on précisera lensemble de définition

et 'ensemble image .
Soit € [0%] ,alors: E(x) =0
Donc : pour tout x € [0%] f(x)=12x—1|=1-2x (car: 2x—1<0)
Donc: F : [0, %] — [0,1] ;x — 1 —2x est une fonction continue,
Strictement décroissante sur [0, %], donc F admet une fonction réciproque F~1
Etona:F1:[0,1] — [0%] .
3) Soitg = F~lof
a) Démontrer que g est définie, continue sur R de période 1
et que g est paire.

On sait que f est continue sur R et pourtoutx € R; f(x) € [0,1]
Et F~1 est continue sur [0, 1] alors g est définie, continue sur R
Soitx € R;g(x+1)= FI(f(x+ 1) =F1(f(x) = glx)
Donc : g de période .

Soitx € Ralors—x € R

Et g(—x) = F1(f(—x)) = F"1(f(x)) = g(x) donc: g est paire.
b) Soit : k € Z ; Exprimer g(x) en fonction de x et de k

Dans les deuxcas: x € [k,k+%[etx € [k—%,k[
Soit x € [k,k+%[ ;g(x) = F1(f(x))

Or: f(x) = |2(x - E(x)) — 1]

Ona:x € [k,k+%[ alors: E(x) = k

= f(x) = |2(x — k) — 1]
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Ona:k<x <k+%<=>0£x—k<%<:)<=)0£2(x—k) <1
& —-1<2(x-k)—-1 < 0= 2x—-k)—1|=1-2(x—k)
= f(x)=1-2(x—k) € [0,1]

De plus : On a : pour tout x € [O,%[; Fx)=1-2x< F1(x) =%

Donc : pour tout x € [k,k +%[ ;9(x) = F1(f(x))

1-(1-2(x—k))
2

=x—k

De méme :
pour tout x € [k,k +%[ ;gx) =k—x
Exercice N° 8:
Soitn € N et f,, la fonction définie par: f,(x) = x"Vv1 —x.
1) Pour : n > 1 ; dresser le tableau de Variation de f,,.

D= {x€ R\1-x=0}= ]-o0,1]
La fonction f est continue sur |[—c, 1 |, dérivable sur |—oo ,1 |

Et pour tout x € ]—oo,1[;

n

I () — ppant—1 X
fn(x) =nx l—x—ﬁ
2nx™ (1 - x) — "

- 2V1—x
_2nx™ ™l —x"(2n+1)
- 2V1—x
2" (2n-x(2n+1))
- 2v1 —x
2n
fax) =0 ©&x=00ux= 1
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On remarque que le signe de f;,(x) dépend suivant la parité de n

Si n pair : alors n — 1 est impair

2n
x % 0 2n+1 1
fi(x) - (‘> + 0 -
n
T ‘ fn (Zn+1)
fn / \
0 0
Si n impair : alors n — 1est pair :
2n
x - 0 2n+1 1
fl(x) + 0 + D —
gn
fn fn (;m)
/a/ T~ 0
—00

Déterminer 'unique élément a,, € |0, 1[ tel que : f,,(a,) = 0.

2n

fnlan) =0 < a, =0oua, =-——

. 2
Puisque a;,, € ]0,1[, alors : a;, = anl

2) Etudier suivant les valeurs du réel k , le nombre de solutions
de 'équation: f;(x) = k.

Tableau de variation de f :

X —00

f1(x) +

fl /‘P/;\@ 0
—C0
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Si: k < 0;Péquation : f;(x) = k admet une unique solution

Si:k=0; I'équation : f1(x) = 0 admet deux solutions : 0 et 1

Si:0 <k < \/_ ; ’équation : f;(x) = k admet deux solutions > 0
s 2 2
Si: k= 3\/_ ; Péquation : f(x) = 3\/_ admet une unique solution : 3
k> — 3\/_ ; 'équation : f{(x) = k, n"as pas de solution
3) Montrer que I'équation: |xV1 —x| = — — admet trois solutions

s s -1
X1,X2 etxgverlflant: ? < x1<0 < X9 < 5 < X3 < 1.

1 1
(x) =—7= (x) =———%=
|xvV1 — x| = \/— e |f1(x0)| = 373 = 343 ou f1 3V3
x € ]0,1] X € |—00,0]
Ona:0 < W_ < T_donc I'équation : f{(x) = T_admet deux solutions

2
dans]0,1 [, x, et xgtelque 0 < x, < §<x3 <1

Ona:— 3\/_ < Odonc: f,(x) = 3\/_ — admet une unique solution x; < 0
N _ _1 N_ 1, B 1 1
Onremarqueque.fl(—g)— 3 1 ( 3)— 3 X5 = 2\/_< 33
1
Donc:—§<x1<0
Conclusion : I'équation : |x\/1 x| — admet trois solutions

xl,xzetxgvérifiant: _? < x1<0 < X2 < 5 < X3 <1.

4)Pouri € {1,2,3}; Onpose:u; = %(xi - %)

Montrer qu’il existe un unique réel 0; € [0, ] tel que : u; = cos 6;

. 1 2 1 2
Ona:pourtout:i € {1,2,3}; —3 <X <1 = —3<x -3 <3

3 1
=>—1<E<xi—§> <l= -1<u <1

Or la fonction x - cosx est une bijection de [0, r] vers [—1,1]
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Et par suite comme pourtout:i € {1,2,3};u; € [—1,1], il existe un
Unique 8; € [0, ] tel que : u; = cos0;.

5) Montrer que 04 , 0, et 05 sont les s solutions de I'équation : cos30 = .

avec 6 € [0, m].

0, est solution de I'équation de cos30 = % < c0s30; = -
1 1
& 4c0s530; — 3cos0; = 5 4(u;)® —3u; = >
3
. 3_agy 1 _a(3(, _1)) _2(3(,. _1))_1
ona:4(u)® —3u;— - _4(2 (x:-3) 3(2( ; 3)) -
B 27< 1>3 9< 1) 1
“Hle\iT3) | T2\ T3) T2
9 1 1)\° 1
=5 (x=3)(3(x-3) 1)
9, 1/ , 2\ 1
=5 (x=3) (3 ~2x-3) -5
9 2 1
=5 (30 - +5) -3
.3 2 _ 1 . 1
On remplace : xj — xj = —_ car x; est une solution de |x\1 — x| = 35

om0t~ - 1= 3(ax (- )+ -1 = H(-3+) 1o

Donc: pourtout:i € {1,2,3}; 0, estsolution de I'équation de cos30 = 5
6) Déduire les trois réels x4 , x5 et x3.
1 T
S = — T 5t It
{COSSO 7 = {39 3 + 2k - Hi € {6,_ ?}
0 € [0,m] ke {0,1,2}

Donc:pourtout:i € {1,2,3};u; € {COS (g) ,COS (s?n) , €OS (7?1:)}
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2co0s601+1 1 7

1 1
Ona:—§<x1 <O(=)—§< 3 <O¢>—1<01 <—E¢>01=?

Donc:x; = %
Ona: (:2 < X3 donc: x, = % et x; = 2cos(§)+1
BEDONE s
Conclusion : les solutions de I'équation : [xv/1 — x| = W_ sont :
ZCOS( )+1 2cos( )+1 2cos()+1
3 ’ 3 ’ 3
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