
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice N° 1: 

Soit la fonction 𝒇: 𝒙 ⟶ 𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟐  

1)Etudier les variations de 𝒇. 

2)Montrer que 𝒇 admet une application  

     réciproque 𝒇−𝟏 dont on étudiera  

      les variations . 

3) Calculer 𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟏 en fonction de 

     𝒇(𝒙) . en déduire l’expression  

     de 𝒇−𝟏(𝒙) en fonction de 𝒙. 

Exercice N° 2: 

  Soit la fonction 𝒇 définie par :  

        𝒇(𝒙) = 𝟏 +  
𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
 

1) Etudier les variations de 𝒇. 

2Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙  

   admet une solution  ∈  ]𝟏, 𝟐[ .  

 3) Montrer que 𝒇 réalise une bijection  

      de ℝ sur un intervalle que l’on  

      déterminera . Définir la fonction  

     réciproque 𝒇−𝟏 . 

Exercice N° 3: 

  Soit la fonction 𝒇 définie sur ]−
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
[par 

       𝒇(𝒙) = 𝒕𝒈𝝅𝒙 − 𝝅𝒙 + 𝟏 

1) Etudier les variations de 𝒇. 

2) Montrer que 𝒇 réalise une        

 

 

bijection de ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ sur un intervalle 

que   l’on déterminera.  

  Soit 𝒈 la bijection réciproque de 𝒇 . 

  Etudier la continuité et la dérivabilité  

    de  𝒈 .  Calculer 𝒈′ (𝟐 −
𝝅

𝟒
). 

 3) a) Montrer qu’il existe un seul réel  

   𝜶 de ]−
𝟏

𝟐
, −

𝟏

𝟒
[ tel que : 𝒇(𝜶) = 𝟎. 

   b) Dresser le tableau de signe de 𝒇(𝒙) 

 4) Soit la fonction 𝒉 définie par :  

  𝒉(𝒙) =  
𝝅𝒙−𝟏

𝝅 𝒔𝒊𝒏𝝅𝒙
 ;   𝒙 ∈ [−

𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
] \{𝟎}. 

          Etudier les variations de 𝒉. 

         Préciser 𝒉𝒈
′ (

𝟏

𝟐
) et 𝒉𝒅

′ (−
𝟏

𝟐
). 

Exercice N° 4: 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [𝟎,
𝝅

𝟐
[par : 

         𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙)
. 

 1) Montrer que 𝒇 réalise une bijection  

      de [𝟎,
𝝅

𝟐
[ sur un intervalle 𝑱 que l’on  

         déterminera. 

  2) Montrer que la fonction 𝒇−𝟏 est  

  dérivable sur un intervalle 𝑰 que l’on  

         déterminera  et calculer (𝒇−𝟏)′(𝒙). 

3) Soit 𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) 
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. a)   déterminer l’ensemble de 

    définition de 𝒈  

  b) étudier la dérivabilité de𝒈  

       et donner 𝒈′(𝒙) 

Exercice N° 5: 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [−
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
] 

    par :   𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙  

a) Montrer que 𝒇 admet une fonction  

  réciproque 𝒇−𝟏 définie sur : [−𝟏, 𝟏] 

    Calculer : 𝒇−𝟏 (
√𝟑

𝟐
) et 𝒇−𝟏 (−

𝟏

𝟐
). 

b) Si 𝒂 ∈  [−𝟏, 𝟏] ;  

  Calculer : 𝒇−𝟏(𝒂) + 𝒇−𝟏(−𝒂)  . 

c) Si 𝒙 ∈  [−𝟏, 𝟏] ; Calculer : 

      𝒔𝒊𝒏[𝒇−𝟏(𝒙)]   et  𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)]. 

2) Soit la fonction 𝒈 définie sur [𝟎, 𝝅] 

      par :  𝒈(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 . 

  a) Montrer que 𝒈 admet une fonction  

  réciproque 𝒈−𝟏 . Déterminer 𝑫𝒈−𝟏  

b) Si 𝒙 ∈ 𝑫𝒈−𝟏  ; Calculer : 

      𝒄𝒐𝒔[𝒈−𝟏(𝒙)]   et  𝒔𝒊𝒏[𝒈−𝟏(𝒙)] 

c)Montrer que : ∀ 𝒙 ∈ 𝑫𝒈−𝟏;  

𝒈−𝟏(𝒙) = 𝝅 − 𝒈−𝟏(−𝒙) 

d) Soit 𝒂 ∈  [−𝟏, 𝟏]. Exprimer à l’aide  

  de 𝒈−𝟏(𝒂) toutes les solutions de  

  l’équation : 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒂  

   

 

3) a) Montrer que : ∀ 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ; 

  𝟎 ≤  
𝝅

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙)  ≤  𝝅  

  b)  Calculer : 𝒄𝒐𝒔 [
𝝅

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙)] 

   c) Montrer que : ∀ 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ; 

   𝒇−𝟏(𝒙) + 𝒈−𝟏(𝒙) =  
𝝅

𝟐
 

Exercice N° 6: 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [𝟎,
𝝅

𝟐
] 

    par :   𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟏+𝒔𝒊𝒏𝒙
  

1) Soit la fonction 𝝋 définie sur ]𝟎,
𝝅

𝟐
] 

    par :   𝝋(𝒙) =
𝟏−𝒙

𝒙
− 𝒔𝒊𝒏𝒙 . 

 a) 1)Etudier les variations de𝝋. 

b) En déduire que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 

  admet une unique solution 𝜶 ∈ ]𝟎,
𝝅

𝟐
[. 

2) Montrer que 𝒇 réalise une bijection  

      de [𝟎,
𝝅

𝟐
] sur un intervalle 𝑱 que l’on  

      déterminera. 

3) a) Soit 𝒙 ∈ 𝑱. 

  Exprimer 𝒔𝒊𝒏[𝒇−𝟏(𝒙)] et 𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)]  

  En fonction de 𝒙. 

  b) En déduire : 𝒇−𝟏 (
𝟐

𝟑
) et 𝒇−𝟏(𝟐 − √𝟐) 

   c) Soit 𝒙 ∈ [𝟎,
𝝅

𝟐
] . 

 Calculer : 𝒇−𝟏 (
𝟏

𝟏+𝒄𝒐𝒔𝒙
) 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice N° 7: 

Soit 𝒙 ∈  ℝ . On note 𝑬(𝒙) la partie  

 Entière de  . On considère les deux  

  fonctions : 

    𝝋: ℝ ⟶  [𝟎, 𝟏] ∶ 𝒙 ⟶ 𝒙 − 𝑬(𝒙)  

  Et   

𝒉: [𝟎, 𝟏] ⟶  [𝟎, 𝟏] ∶ 𝒙 ⟶ |𝟐𝒙 − 𝟏|. 

1)a)Soit : 𝒇 = 𝒉𝒐𝝋 . 

    Démontrer que :  

 𝒇 est continue sur ℝ , 

 𝒇 admet le réel 𝟏 pour période 

 𝒇 est une fonction paire . 

  𝒃) Représenter la courbe de 𝒇 dans un  

    repère 𝑹. 𝑶. 𝑵(𝑶, 𝒊, 𝒋)  

2) Soit 𝑭 la restriction de 𝒇 au 

   segment    [𝟎,
𝟏

𝟐
] . Montrer que 𝑭  

  admet une bijection réciproque 𝑭−𝟏  

  dont on précisera l’ensemble de  

  définition et l’ensemble image . 

3) Soit 𝒈 =  𝑭−𝟏𝒐𝒇  

a) Démontrer que 𝒈 est définie, 

continue    sur  ℝ de période 𝟏  

et que 𝒈 est paire. 

 b) Soit : 𝒌 ∈ ℤ ; 

 Exprimer 𝒈(𝒙) en fonction de 𝒙 et de 𝒌 

 Dans les deux cas :  

  𝒙 ∈  [𝒌 , 𝒌 +
𝟏

𝟐
[ et 𝒙 ∈  [𝒌 −

𝟏

𝟐
 , 𝒌[ 

 

 

Exercice N° 8: 

Soit 𝒏 ∈  ℕ et 𝒇𝒏 la fonction définie  

 par : 𝒇𝒏(𝒙) =  𝒙𝒏√𝟏 − 𝒙. 

 1) Pour : 𝒏 > 1 ; dresser le tableau de  

Variation de 𝒇𝒏. 

Déterminer l’unique élément 𝜶𝒏 ∈ ]𝟎, 𝟏[ 

 tel que : 𝒇𝒏(𝜶𝒏) = 𝟎 . 

2) Etudier suivant les valeurs du réel  , 

   le nombre de solutions 

   de l’équation :     𝒇𝟏(𝒙) = 𝒌. 

3) Montrer que l’équation :  

   |𝒙√𝟏 − 𝒙| =  
𝟏

𝟑√𝟑
 admet trois solutions  

  𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 et 𝒙𝟑 vérifiant :  

  
−𝟏

𝟑
 <  𝒙𝟏 < 0 <  𝒙𝟐  <  

𝟐

𝟑
 <  𝒙𝟑 < 1 

4) Pour 𝒊 ∈  {𝟏, 𝟐, 𝟑} ;  

  On pose : 𝒖𝒊 =  
𝟑

𝟐
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
). 

Montrer qu’il existe un unique réel  

  𝜽𝒊  ∈  [𝟎, 𝝅] tel que : 𝒖𝒊  = 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒊 

5) Montrer que 𝜽𝟏 , 𝜽𝟐 et 𝜽𝟑 sont les 

 Solutions de l’équation : 𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽 =  
𝟏

𝟐
  

  avec  𝜽 ∈  [𝟎, 𝝅]. 

 6) Déduire les trois réels 𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 et 𝒙𝟑. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice N° 1: 

Soit la fonction 𝒇: 𝒙 ⟶ 𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟐  

1)Etudier les variations de 𝒇. 

On a : les deux fonctions : 𝒙 → 𝒙    et    𝒙 → 𝟏 + 𝒙𝟐  

      sont définie , continues et dérivables sur ℝ  

  Et puisque : pour tout 𝒙 ∈  ℝ ; 𝟏 + 𝒙𝟐 > 0 ;  

  Alors : la fonction 𝒙 → √𝟏 + 𝒙𝟐 est définie , continue et dérivable sur ℝ. 

 Donc 𝒇 est définie , continue et dérivable sur ℝ. 

 Et pour tout 𝒙 ∈  ℝ ; 𝒇′(𝒙) = 𝟏 +
𝟐𝒙

𝟐√𝟏+𝒙𝟐
=  

√𝟏+𝒙𝟐+𝒙

√𝟏+𝒙𝟐
 

 On a : pour tout 𝒙 ∈  ℝ ; 𝟏 + 𝒙𝟐 > 𝒙𝟐  ⟺  √𝟏 + 𝒙𝟐  >  √𝒙𝟐   

                                                                        ⟺  √𝟏 + 𝒙𝟐  >  |𝒙| 

                                                                        ⟺  √𝟏 + 𝒙𝟐  >  𝑠𝑢𝑝(𝒙 , −𝒙) 

En particulier : pour tout 𝒙 ∈  ℝ ; √𝟏 + 𝒙𝟐  >  −𝑥 

          ⟺   pour tout 𝒙 ∈  ℝ ;   √𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙 > 0                    

          ⟺   pour tout 𝒙 ∈  ℝ ;   𝒇′(𝒙) > 0       

Conclusion : la fonction 𝒇    est strictement croissante sur ℝ   . 

Tableau de variation de 𝒇 :  

Calculons les limites aux bornes de 𝑫𝒇    : 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟐 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

 
−𝟏

𝒙 − √𝟏 + 𝒙𝟐
= 𝟎+ 

                     𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟐 = +∞ 

              𝒙         −∞                                                                            +∞ 

           𝒇′(𝒙)                                           + 

                                                                                                                                                                +∞ 

                   𝒇          𝟎 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2)Montrer que 𝒇 admet une application  

     réciproque 𝒇−𝟏 dont on étudiera les variations . 

  On a : 𝒇 est continue , strictement croissante sur ℝ  , donc réalise une bijection  

   de  ℝ   sur  ]𝟎 , +∞[ . Soit donc : 𝒇−𝟏 ∶  ]𝟎 , +∞[ ⟶  ℝ 

3) Calculer 𝒙 − √𝒙𝟐 + 𝟏 en fonction de (𝒙) . en déduire l’expression  

     de 𝒇−𝟏(𝒙) en fonction de 𝒙. 

Soit 𝒙 ∈  ℝ ; 𝒇(𝒙) = 𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟐  

⟺  (𝒙 − √𝟏 + 𝒙𝟐) 𝒇(𝒙) =  (𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟐) (𝒙 − √𝟏 + 𝒙𝟐)  

                     ⟺  (𝒙 − √𝟏 + 𝒙𝟐) 𝒇(𝒙) =  −𝟏  

                     ⟺ 𝒙 − √𝟏 + 𝒙𝟐 =
−𝟏

𝒇(𝒙)
  . 

On a : 𝒇−𝟏 ∶  ]𝟎 , +∞[ ⟶  ℝ 

Soit : 𝒚 ∈ ]𝟎 , +∞[  ⟺ 𝒊𝒍 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒖𝒏 𝒖𝒏𝒊𝒒𝒖𝒆 𝒙 ∈  ℝ 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 ∶ 𝒇(𝒙) = 𝒚  

 𝒇(𝒙) =  𝒚 ⟺   𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟐 = 𝒚                    (∗) 

Or on sait que : 𝒙 − √𝟏 + 𝒙𝟐 =
−𝟏

𝒇(𝒙)
=  

−𝟏

𝒚
       (∗∗) 

(∗) + (∗∗) donne : 𝟐𝒙 =  
−𝟏

𝒚
+ 𝒚 ⟺ 𝒙 =  

−𝟏+𝒚𝟐

𝟐𝒚
 

                                          

 

 

 

 

 

Conclusion : 𝒇−𝟏 ∶  ]𝟎 , +∞[ ⟶  ℝ : 𝒙    ⟶    
−𝟏+𝒙𝟐

𝟐𝒙
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice N° 2: 

  Soit la fonction 𝒇 définie par : 𝒇(𝒙) = 𝟏 +  
𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
 

1) Etudier les variations de 𝒇. 

On a : pour tout 𝒙 ∈  ℝ ; 𝒙𝟐 +  𝟏 > 0 , donc la fonction 𝒇 est définie , continue  et 

dérivable sur ℝ. Et pour tout 𝒙 ∈  ℝ ; 𝒇′(𝒙) =  
√𝒙𝟐+𝟏−

𝒙

√𝒙𝟐+𝟏

𝒙𝟐+𝟏
=  

𝟏

(𝒙𝟐+𝟏)√𝒙𝟐+𝟏
 > 0 

 Donc la fonction : 𝒇 est strictement croissante sur ℝ  . 

Les limites de 𝒇 :  

Ona : 𝒇(𝒙) = 𝟏 +  
𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
=  𝟏 + 

𝒙

√𝒙𝟐√𝟏+
𝟏

𝒙𝟐

=  𝟏 + 
𝒙

|𝒙|√𝟏+
𝟏

𝒙𝟐

 

  𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝟏 + 
𝒙

|𝒙|√𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐

 

                  = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝟏 + 
𝒙

−𝒙√𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐

 

               = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝟏 + 
𝟏

−√𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐

= 𝟎 𝒄𝒂𝒓 ∶  𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

−√𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐
=  −𝟏 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶+∞

𝟏 + 
𝒙

|𝒙|√𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐

 

                  = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝟏 + 
𝒙

𝒙√𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐

 

                  = 𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶−∞

𝟏 + 
𝟏

√𝟏 +
𝟏

𝒙𝟐

  

                 = 𝟐 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau de variation de 𝒇 :  

             𝒙           −∞                                                                                      +∞   

         𝒇′(𝒙)                                         + 

                                                                                                                             +∞ 

      𝒇 

                          𝟎 

2Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙  admet une solution  ∈  ]𝟏, 𝟐[ .  

On pose : 𝝋(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙 

𝝋′(𝒙) = 𝒇′(𝒙) − 𝟏 =
𝟏

(𝒙𝟐 + 𝟏)√𝒙𝟐 + 𝟏
− 𝟏 =

𝟏 − (𝒙𝟐 + 𝟏)√𝒙𝟐 + 𝟏

(𝒙𝟐 + 𝟏)√𝒙𝟐 + 𝟏
 < 0  

 Car : pour tout 𝒙 ∈  ℝ  ; (𝒙𝟐 + 𝟏)√𝒙𝟐 + 𝟏  > 1  

Donc on a :la fonction 𝝋 est strictement décroissante sur ℝ   

 De plus 𝝋 est continue et puisque : 𝝋(𝟏) × 𝝋(𝟐) =  (
𝟏

𝟐
) × (−

𝟑

𝟓
)  < 0  

Alors l’équation : 𝝋(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution 𝜶 ∈  ]𝟏, 𝟐[  

Donc l’équation : 𝒇(𝒙) = 𝒙   admet une unique solution  ∈  ]𝟏, 𝟐[ . 

3) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de ℝ sur un intervalle que l’on  

      déterminera . Définir la fonction réciproque 𝒇−𝟏 . 

On a : 𝒇 est continue , strictement croissante sur ℝ  , donc réalise une bijection  

   de  ℝ   sur  ]𝟎 , 𝟐[ . Soit donc : 𝒇−𝟏 ∶  ]𝟎 , 𝟐[ ⟶  ℝ. 

Soit : 𝒚 ∈ ]𝟎 , 𝟐[  ⟺ 𝒊𝒍 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒖𝒏 𝒖𝒏𝒊𝒒𝒖𝒆 𝒙 ∈  ℝ 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 ∶ 𝒇(𝒙) = 𝒚  

 𝒇(𝒙) =  𝒚 ⟺   𝟏 + 
𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
= 𝒚  ⟺    

𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
= 𝒚 − 𝟏 ⟺    (

𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
)

𝟐

= (𝒚 − 𝟏)𝟐             

           ⟺   
𝒙𝟐

𝒙𝟐+𝟏
= (𝒚 − 𝟏)𝟐 ⟺   𝒙𝟐 = (𝒚 − 𝟏)𝟐(𝒙𝟐 + 𝟏)       

      ⟺ 𝒙𝟐(𝟏 − (𝒚 − 𝟏)𝟐) = (𝒚 − 𝟏)𝟐  ⟺ 𝒙𝟐 =  
(𝒚−𝟏)𝟐 

𝒚(𝟐−𝒚)
 

⟺ 𝒙 =
±(𝒚 − 𝟏)

√𝒚(𝟐 − 𝒚)
⟺ 𝒙 =  

𝒚 − 𝟏

√𝒚(𝟐 − 𝒚)
 𝒄𝒂𝒓  𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟐−
𝒇−𝟏 (𝒙) = +∞ 

 

                   



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Donc : 𝒇−𝟏: ]𝟎, 𝟐[ ⟶  ℝ ; 𝒙 ⟶  
𝒙−𝟏

√𝒙(𝟐−𝒚)
 

 

Exercice N° 3: 

  Soit la fonction 𝒇 définie sur ]−
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
[par :𝒇(𝒙) = 𝒕𝒈(𝝅𝒙) − 𝝅𝒙 + 𝟏 

1) Etudier les variations de 𝒇. 

On a :pour tout   𝒙  ∈  ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ ;  𝝅𝒙 ∈  ]

−𝝅

𝟐
 ,

𝝅

𝟐
[   

donc la fonction 𝒙 → 𝒕𝒈(𝝅𝒙) est  définie , continue , dérivable sur ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ 

de plus : 𝒙 → −𝝅𝒙 + 𝟏 est  définie , continue , dérivable sur ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ 

Donc la fonction 𝒇 est  définie , continue , dérivable sur ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ ,  

pour tout   𝒙  ∈  ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ ; 𝒇′(𝒙) =  𝝅 (𝟏 + 𝒕𝒈𝟐(𝝅𝒙)) − 𝟏 =  𝝅 × 𝒕𝒈𝟐(𝝅𝒙) ≥ 𝟎 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau de variation de 𝒇 : 

                𝒙      −
𝟏

𝟐
                                                                                 

𝟏

𝟐
 

             𝒇′(𝒙)                                                + 

                 𝒇                                                                                      +∞ 

                         −∞ 

2) Montrer que 𝒇 réalise une  bijection de ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[sur un intervalle que  

   l’on déterminera. Soit 𝒈 la bijection réciproque de  . 

  Etudier la continuité et la dérivabilité de𝒈. Calculer𝒈′ (𝟐 −
𝝅

𝟒
). 

On a : 𝒇 est continue , strictement monotone sur ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ ,donc elle réalise une  

  bijection de ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ sur 𝒇 (]

−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[) =  ℝ  

et sa fonction réciproque 𝒈 est définie surℝ. 

Puisque 𝒇 est continue sur ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ ,alors 𝒈 est continue sur surℝ. 

On a : 𝒇 est dérivable sur ]
−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ et pour tout   𝒙  ∈  ]

−𝟏

𝟐
 ,

𝟏

𝟐
[ \{𝟎} ; 𝒇′(𝒙) ≠ 𝟎 

Donc : 𝒈 est dérivable sur ℝ\{𝟏} car : 𝒇(𝟎) = 𝟏 

𝒈′ (𝟐 −
𝝅

𝟒
) =  

𝟏

𝒇′ (𝒇−𝟏 (𝟐 −
𝝅

𝟒
))

 

Posons : 𝒇−𝟏 (𝟐 −
𝝅

𝟒
) = 𝒙 ⟺ 𝒇(𝒙) = 𝟐 −

𝝅

𝟒
 ⟺ 𝒙 =  

𝟏

𝟒
⟺ 𝒇−𝟏 (𝟐 −

𝝅

𝟒
) =

𝟏

𝟒
 

Donc :  

𝒈′ (𝟐 −
𝝅

𝟒
) =  

𝟏

𝒇′ (
𝟏

𝟒
)

=  
𝟏

𝝅
 

3) a) Montrer qu’il existe un seul réel 𝜶 de ]−
𝟏

𝟐
, −

𝟏

𝟒
[ tel que : 𝒇(𝜶) = 𝟎. 

On a :𝒇 (]−
𝟏

𝟐
, −

𝟏

𝟒
[) =  ]−∞ ,

𝝅

𝟒
[  

Puisque on sait que 𝟎 ∈  ]−∞ ,
𝝅

𝟒
[ et la fonction 𝒇 est une bijection sur ]−

𝟏

𝟐
, −

𝟏

𝟒
[ 

 alors qu’il existe un seul réel 𝜶 de ]−
𝟏

𝟐
, −

𝟏

𝟒
[ tel que : 𝒇(𝜶) = 𝟎 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   b) Dresser le tableau de signe de 𝒇(𝒙) 

               𝒙        −
𝟏

𝟐
                                            𝜶                                                   

𝟏

𝟐
 

                    𝒇(𝒙)                           −                         𝟎                   + 

 

4) Soit la fonction 𝒉 définie par :   𝒉(𝒙) =  
𝝅𝒙−𝟏

𝝅 𝒔𝒊𝒏𝝅𝒙
 ;   𝒙 ∈ [−

𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
] \{𝟎}. 

          Etudier les variations de 𝒉.   Préciser 𝒉𝒈
′ (

𝟏

𝟐
) et 𝒉𝒅

′ (−
𝟏

𝟐
). 

On a : la fonction 𝒉 est continue, dérivable sur [−
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
] \{𝟎} et  

𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈ [−
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
] \{𝟎} ; 𝒉′(𝒙) =  

𝝅𝟐(𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒙)−𝒄𝒐𝒔(𝝅𝒙)(𝝅𝒙−𝟏))

𝝅𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐(𝝅𝒙)
 

⟺ 𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈ [−
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
] \{𝟎} ;  𝒉′(𝒙) =

(𝒕𝒈𝝅𝒙−𝝅𝒙+𝟏)𝒄𝒐𝒔𝝅𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝝅𝒙)
  

⟺ 𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈ [−
𝟏

𝟐
,
𝟏

𝟐
] \{𝟎} ; 𝒉′(𝒙) =  

𝒇(𝒙)𝒄𝒐𝒔𝝅𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝝅𝒙)
  

On a : 𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈ [−
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
] \{𝟎} ; 𝒄𝒐𝒔𝝅𝒙 ≥ 𝟎 𝒆𝒕    𝒔𝒊𝒏𝟐(𝝅𝒙)  > 0  

Donc 𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈ [−
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
] \{𝟎} ; 𝒉′(𝒙) 𝒆𝒕 𝒇(𝒙)𝒐𝒏𝒕 𝒍𝒆 𝒎𝒆𝒎𝒆 𝒔𝒊𝒈𝒏𝒆 : 

           𝒙           −
𝟏

𝟐
                 𝜶                 𝟎                                               

𝟏

𝟐
 

     𝒉′(𝒙)                 −           𝟎     +                          + 

                       𝒉(−
𝟏

𝟐
)                          +∞                                                   +∞ 

     𝒉                  

                                           𝒉(𝜶)                 −∞             



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒉′𝒅 (−
𝟏

𝟐
) =  −𝟏      𝒆𝒕     𝒉′𝒈 (

𝟏

𝟐
) =  𝟏  

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice N° 4: 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [𝟎,
𝝅

𝟐
[par : 𝒇(𝒙) =

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒙)
. 

 1) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎,
𝝅

𝟐
[ sur un intervalle 𝑱 que l’on  

         déterminera. 

On a : la fonction 𝒇 est  définie , continue , dérivable sur [𝟎,
𝝅

𝟐
[ et :  

Pour tout 𝒙 ∈  [𝟎,
𝝅

𝟐
[ ; 𝒇′(𝒙) =  

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙
 ≥ 𝟎 𝒄𝒂𝒓 ∶ 𝟐𝒙 ∈ [𝟎, 𝝅[ . 

On a donc :𝒇  est continue , strictement monotone sur [𝟎,
𝝅

𝟐
[ , donc elle réalise  

 𝒖𝒏𝒆 𝒃𝒊𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒆 [𝟎,
𝝅

𝟐
[ 𝒔𝒖𝒓   𝑱 = [𝒇(𝟎), 𝐥𝐢𝐦

𝒙→
𝝅

𝟐

𝒇(𝒙)[ = [𝟏, +∞[. 

Donc :  : 𝒇−𝟏: [𝟏, +∞[ ⟶ [𝟎,
𝝅

𝟐
[  

2) Montrer que la fonction 𝒇−𝟏 est dérivable sur un intervalle 𝑰 que l’on  

         déterminera  et calculer (𝒇−𝟏)′(𝒙). 

On a : 𝒇  est dérivable sur [𝟎,
𝝅

𝟐
[ et pour tout 𝒙 ∈  ]𝟎,

𝝅

𝟐
[  ; 𝒇′(𝒙)  ≠ 𝟎 

Donc : 𝒇−𝟏 est dérivable sur ]𝟏, +∞[:  

Soit  𝒙 ∈  ]𝟏, +∞[  𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 ∶    (𝒇−𝟏)′ (𝒙) =  
𝟏

𝒇′(𝒇−𝟏(𝒙))
 

 Or pour tout ∈  ]𝟏, +∞[ , il existe un unique 𝒚 ∈  ]𝟎,
𝝅

𝟐
[ tel que : 𝒇(𝒚) =  𝒙 

⟺ 𝒑𝒐𝒖𝒓 𝒕𝒐𝒖𝒕 𝒙 ∈  ]𝟏, +∞[ ; (𝒇−𝟏)′ (𝒙) =  
𝟏

𝒇′(𝒚)
=  

𝒄𝒐𝒔𝟒(𝒚)

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒚
     

On a : 𝒙 = 𝒇(𝒚) ⟺ 𝒙 =  
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚
 ⟺ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 =  

𝟏

𝒙
 ⟺ 𝒄𝒐𝒔𝟒(𝒚) =  

𝟏

𝒙𝟐 

 Et 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒚 = 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒚𝒄𝒐𝒔𝒚 = 𝟐 (√𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚) 𝒄𝒐𝒔𝒚 = 𝟐√𝟏 −
𝟏

𝒙
×

𝟏

√𝒙
 

⟺ (𝒇−𝟏)′ (𝒙) =

𝟏

𝒙𝟐

𝟐√𝟏 −
𝟏

𝒙
×

𝟏

√𝒙

=  
𝟏

𝟐𝒙𝟐√
𝟏

𝒙
−

𝟏

𝒙𝟐

 

 

   



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Finalement : 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈  ]𝟏, +∞[  ; (𝒇−𝟏)′(𝒙)  =   
𝟏

𝟐√𝟏−
𝟏

𝒙

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) Soit 𝒈(𝒙) = 𝒇−𝟏(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙) 

a)   déterminer l’ensemble de  définition de  . 

On sait que : pour tout 𝒙 ∈  ℝ ; 𝟏 ≤ 𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 ≤ 𝟐 

Donc : pour tout 𝒙 ∈  ℝ ;  𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 ∈  [𝟏, +∞[ =  𝑫𝒇 

 Et par suite : 𝑫𝒈 =  ℝ . 

b) étudier la dérivabilité de𝒈 et donner 𝒈′(𝒙) . 

 On a : 𝒈 =  𝒇−𝟏𝒐𝒉   avec  𝒉: 𝒙 ⟶ 𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  . 

On a :     𝒉 est dérivable sur ℝ 

               𝒇−𝟏 est dérivable sur ]𝟏, +∞[ , 

           Et pour tout 𝒙 ∈  ℝ  \ {
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅 ; 𝒌 ∈  ℤ} ; 𝒉(𝒙) ∈  ]𝟏, 𝟐] ⊂ ]𝟏, +∞[, 

Donc : 𝒈 est dérivable sur ℝ  \ {
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅 ; 𝒌 ∈  ℤ}. 

Autrement :  

               𝒇−𝟏 est dérivable sur ]𝟏, +∞[ , 

           𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  ∈ ]𝟏, +∞[ ⟺   𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 ≠ 𝟏 ⟺ 𝒙 ≠  
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅 ; 𝒌 ∈  ℤ  

Donc : 𝒈 est dérivable sur ℝ  \ {
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅 ; 𝒌 ∈  ℤ}. 

Et pour tout : 𝒙 ∈  ℝ  \ {
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅 ; 𝒌 ∈  ℤ} ;  

𝒈′(𝒙) = (𝒇−𝟏𝒐𝒉)′(𝐱)  =  𝐡′(𝐱) × (𝒇−𝟏)′(𝒉(𝒙)) = (−𝐬𝐢𝐧𝟐𝐱)
𝟏

𝟐√𝟏 −
𝟏

𝟏+𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

    

 

⟺ 𝒈′(𝒙) =
−𝐬𝐢𝐧𝟐𝐱√𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝟐𝐜𝐨𝐬𝐱
= −𝐬𝐢𝐧(𝐱)√𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice N° 5: 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [−
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
] 

    par :   𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝒙  

a) Montrer que 𝒇 admet une fonction   réciproque 𝒇−𝟏 définie sur : [−𝟏, 𝟏] 

    Calculer : 𝒇−𝟏 (
√𝟑

𝟐
) et 𝒇−𝟏 (−

𝟏

𝟐
). 

On a : 𝒇 est continue, dérivable sur [−
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
] et  

Pour tout 𝒙 ∈  [−
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
] ; 𝒇′(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 ≥ 𝟎  

Donc 𝒇 est strictement croissante sur [−
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
], donc réalise une bijection  

de [−
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
] sur 𝒇 ([−

𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
]) =  [−𝟏, 𝟏]  

𝒇−𝟏 (
√𝟑

𝟐
) = 𝒙 ⟺ 𝒇(𝒙) =  

√𝟑

𝟐
 ⟺ 𝒔𝒊𝒏𝒙 =

√𝟑

𝟐
 𝒆𝒕 𝒙 ∈  [−

𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐
] ⟺ 𝒙 =  

𝝅

𝟑
   

⟺ 𝒇−𝟏 (
√𝟑

𝟐
) =

𝝅

𝟑
 

𝒇−𝟏 (−
𝟏

𝟐
) = 𝒙 ⟺ 𝒇(𝒙) =  − 

𝟏

𝟐
 ⟺ 𝒔𝒊𝒏𝒙 =  − 

𝟏

𝟐
 𝒆𝒕𝒙 ∈  [−

𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟐
]  ⟺ 𝒙 =  −

𝝅

𝟔
 

⟺ 𝒇−𝟏 (−
𝟏

𝟐
) = −

𝝅

𝟔
 

b) Si 𝒂 ∈  [−𝟏, 𝟏] ;   Calculer : 𝒇−𝟏(𝒂) + 𝒇−𝟏(−𝒂)  . 

Soit 𝒂 ∈  [−𝟏, 𝟏]; 𝒐𝒏 𝒑𝒐𝒔𝒆 ∶  𝒇−𝟏(𝒂) = 𝒙  ⟺ 𝒇(𝒙) =  𝒂 ⟺ 𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝒂 

⟺ 𝒔𝒊𝒏(−𝒙) =  −𝒂 ⟺  𝒇−𝟏(−𝒂) = −𝒙   

Donc : 𝒇−𝟏(𝒂) + 𝒇−𝟏(−𝒂) = 𝒙 + (−𝒙) = 𝟎. 

c) Si 𝒙 ∈  [−𝟏, 𝟏] ; Calculer : 𝒔𝒊𝒏[𝒇−𝟏(𝒙)]   et  𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)]. 

Si 𝒙 ∈  [−𝟏, 𝟏] ; 𝒐𝒏 𝒂 ∶  𝒔𝒊𝒏[𝒇−𝟏(𝒙)] = 𝒇([𝒇−𝟏(𝒙)] ) = 𝒙 

Et   𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)] =  √𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒇−𝟏(𝒙)) =  √𝟏 − 𝒙𝟐 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) Soit la fonction 𝒈 définie sur [𝟎, 𝝅]   par :  𝒈(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 . 

  a) Montrer que 𝒈 admet une fonction réciproque 𝒈−𝟏 . Déterminer 𝑫𝒈−𝟏 

On a : la fonction 𝒈 est continue, dérivable sur [−
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
] et  

Pour tout 𝒙 ∈  [𝟎, 𝝅] ; 𝒇′(𝒙) = −𝒔𝒊𝒏𝒙  ≤  𝟎 , donc 𝒈 est continue , strictement  

monotone sur [𝟎, 𝝅], donc elle réalise une bijection de [𝟎, 𝝅] 𝒔𝒖𝒓 [−𝟏, 𝟏] 

et alors : 𝑫𝒈−𝟏 =  [−𝟏, 𝟏]. 

b) Si 𝒙 ∈ 𝑫𝒈−𝟏  ; Calculer :      𝒄𝒐𝒔[𝒈−𝟏(𝒙)]   et  𝒔𝒊𝒏[𝒈−𝟏(𝒙)] 

Soit 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ;  𝒄𝒐𝒔[𝒈−𝟏(𝒙)] = 𝒈 (𝒈−𝟏(𝒙))  = 𝒙 

Et   𝒔𝒊𝒏[𝒈−𝟏(𝒙)] =  √𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐(𝒈−𝟏(𝒙)) =  √𝟏 − 𝒙𝟐 

c)Montrer que : ∀ 𝒙 ∈ 𝑫𝒈−𝟏; 𝒈−𝟏(𝒙) = 𝝅 − 𝒈−𝟏(−𝒙) 

Soit 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ; 𝒈 (𝝅 − 𝒈−𝟏(−𝒙)) = 𝒄𝒐𝒔 (𝝅 − 𝒈−𝟏(−𝒙)) 

               =  −𝒄𝒐𝒔 (𝒈−𝟏(−𝒙)) 

                                                                 =  −𝒙 

Donc  pour tout : 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ;  𝒈−𝟏(𝒙) = 𝝅 − 𝒈−𝟏(−𝒙) 

d) Soit 𝒂 ∈  [−𝟏, 𝟏]. Exprimer à l’aide  de 𝒈−𝟏(𝒂) toutes les solutions de  

    l’équation : 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒂 . 

On a : 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒂 ⟺ 𝒈(𝒙) = 𝒂  ⟺ 𝒙 = 𝒈−𝟏(𝒂) . 

3) a) Montrer que : ∀ 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ; 

  𝟎 ≤  
𝝅

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙)  ≤  𝝅  

On sait que  pour tout : 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ; −
𝝅

𝟐
 ≤  𝒇−𝟏(𝒙)  ≤  

𝝅

𝟐
  

 ⟺ −
𝝅

𝟐
 ≤  − 𝒇−𝟏(𝒙)  ≤  

𝝅

𝟐
 ⟺ 𝟎 ≤  

𝝅

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙)  ≤  𝝅  

b)  Calculer : 𝒄𝒐𝒔 [
𝝅

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙)] 

𝒄𝒐𝒔 [
𝝅

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙)] = 𝒔𝒊𝒏 (𝒇−𝟏(𝒙)) = 𝒙  

 

 



 

 

 

  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) Montrer que : ∀ 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ;   𝒇−𝟏(𝒙) + 𝒈−𝟏(𝒙) =  
𝝅

𝟐
 

On sait que ∀ 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ;  𝒄𝒐𝒔 [
𝝅

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙)] = 𝒙  

Donc : ∀ 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ; 𝒈−𝟏(𝒙) =  
𝝅

𝟐
− 𝒇−𝟏(𝒙) 

⟺  ∀ 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟏] ; 𝒇−𝟏(𝒙) + 𝒈−𝟏(𝒙) =  
𝝅

𝟐
 

Exercice N° 6: 

Soit la fonction 𝒇 définie sur [𝟎,
𝝅

𝟐
]    par :   𝒇(𝒙) =

𝟏

𝟏+𝒔𝒊𝒏𝒙
  

1) Soit la fonction 𝝋 définie sur ]𝟎,
𝝅

𝟐
]    par :   𝝋(𝒙) =

𝟏−𝒙

𝒙
− 𝒔𝒊𝒏𝒙 . 

 a) 1)Etudier les variations de𝝋. 

La fonction : 𝒙 ⟶  
𝟏−𝒙

𝒙
− 𝒔𝒊𝒏𝒙 est la somme de deux fonctions continues , 

 dérivables sur ℝ∗, en particulier sur ]𝟎,
𝝅

𝟐
] ,  

 donc la fonction 𝝋 est continue , dérivable sur ]𝟎,
𝝅

𝟐
] 

et   pour tout   𝒙 ∈  ]𝟎,
𝝅

𝟐
] ; 𝝋′(𝒙) =  −

𝟏

𝒙𝟐
− 𝒄𝒐𝒔𝒙 = − (

𝟏

𝒙𝟐
+ 𝒄𝒐𝒔𝒙)  

Donc : pour tout   𝒙 ∈  ]𝟎,
𝝅

𝟐
] ; 𝝋′(𝒙)  < 0   car 𝒙 ∈  ]𝟎,

𝝅

𝟐
]  𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 𝒄𝒐𝒔𝒙 > 0 

Donc : 𝝋 est strictement décroissante sur : ]𝟎,
𝝅

𝟐
] 

         𝒙           𝟎                                                                    
𝝅

𝟐
     

          𝝋′(𝒙)                                  − 

         𝝋             +∞ 

                                                                                                    
𝟐

𝝅
− 𝟐 

b) En déduire que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙  admet une unique solution 𝜶 ∈ ]𝟎,
𝝅

𝟐
[. 

Puisque 𝝋 est  continue  strictement décroissante sur  ]𝟎,
𝝅

𝟐
] alors elle  

Réalise une bijection de ]𝟎,
𝝅

𝟐
] sur [

𝟐

𝝅
− 𝟐 , + ∞[  

On a : 𝟎 ∈  [
𝟐

𝝅
− 𝟐 , + ∞[ alors il existe un unique réel 𝜶 ∈ ]𝟎,

𝝅

𝟐
[/ 𝝋(𝜶) = 𝟎 



 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝝋(𝜶) = 𝟎 ⟺  
𝟏 − 𝜶

𝜶
− 𝒔𝒊𝒏𝜶 = 𝟎 ⟺

𝟏

𝜶
= 𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝜶 ⟺ 𝜶 =  

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝜶
 

⟺  𝜶 = 𝒇(𝜶 ) 

Donc : l’équation : 𝒇(𝒙) = 𝒙  admet une unique solution 𝜶 ∈ ]𝟎,
𝝅

𝟐
[. 

2) Montrer que 𝒇 réalise une bijection de [𝟎,
𝝅

𝟐
] sur un intervalle 𝑱 que l’on  

      déterminera. 

On a : 𝒇 = 𝒈𝒐𝒉 avec : 𝒈: 𝒙 →  
𝟏

𝟏+𝒙
   et 𝒉 ∶ 𝒙 → 𝒔𝒊𝒏𝒙 

On a : 𝒉 ∶ 𝒙 → 𝒔𝒊𝒏𝒙 est continue , dérivable sur ℝ ,  

    en particulier sur : 𝑰 =  ℝ \ {−
𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅}. 

Aussi : 𝒈: 𝒙 →  
𝟏

𝟏+𝒙
 est continue , dérivable sur ℝ\{−𝟏} et  

 Pour tout 𝒙 ∈ 𝑰 = ℝ \ {−
𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅} ; 𝒉(𝒙)  ∈  ℝ\{−𝟏};  

Donc la fonction : 𝒇 = 𝒈𝒐𝒉 est continue , dérivable sur 𝑰 = ℝ \ {−
𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅} 

 En particulier ; 𝒇 est continue, dérivable sur [𝟎,
𝝅

𝟐
]  ; 

Et pour tout 𝒙 ∈  [𝟎,
𝝅

𝟐
] ; 𝒇′(𝒙) =  

−𝒄𝒐𝒔𝒙

(𝟏+𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟐  ≤ 𝟎  et par suite :  

 𝒇 est strictement décroissante sur : [𝟎,
𝝅

𝟐
] 

           𝒙    𝟎                                                                       
𝝅

𝟐
 

       𝒇′(𝒙)                                         − 

                            𝟏 

    𝒇                                                                                              
𝟏

𝟐
 

𝒇 étant continue , strictement monotone sur [𝟎,
𝝅

𝟐
] donc 𝒇 réalise une  

  bijection de [𝟎,
𝝅

𝟐
] sur 𝑱 = [

𝟏

𝟐
, 𝟏] donc 𝒇 admet une fonction réciproque noté 𝒇−𝟏 

  et : 𝒇−𝟏 : [
𝟏

𝟐
, 𝟏] ⟶  [𝟎,

𝝅

𝟐
] et est elle aussi continue , strictement décroissante sur   

son domaine    𝑱 =  [
𝟏

𝟐
, 𝟏] 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) a) Soit 𝒙 ∈ 𝑱.  Exprimer 𝒔𝒊𝒏[𝒇−𝟏(𝒙)] et 𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)]  

  en fonction de 𝒙 . 

Soit 𝒙 ∈  [
𝟏

𝟐
, 𝟏] ;  𝒇−𝟏(𝒙) = 𝒚 ⟺ 𝒇(𝒚) =  𝒙  

                                                     ⟺  
𝟏

𝟏+𝒔𝒊𝒏𝒚 
= 𝒙  

                                                     ⟺  𝒔𝒊𝒏𝒚 =  
𝟏

𝒙
−  𝟏  

                                                     ⟺ 𝒔𝒊𝒏[𝒇−𝟏(𝒙)] =
𝟏

𝒙
−  𝟏    

Or on sait que pour tout 𝒙 ∈  [
𝟏

𝟐
, 𝟏] ; 𝒄𝒐𝒔𝟐 (𝒇−𝟏(𝒙)) + 𝒔𝒊𝒏𝟐 (𝒇−𝟏(𝒙)) = 𝟏 

⟺ |𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)]| =  √𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝒇−𝟏(𝒙)) 

⟺ |𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)]| =  √𝟏 − (
𝟏

𝒙
−  𝟏)

𝟐

 

 



 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Or : pour tout 𝒙 ∈  [
𝟏

𝟐
, 𝟏] ;  𝒇−𝟏(𝒙) ∈ [𝟎,

𝝅

𝟐
] 𝒅𝒐𝒏𝒄    𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)]  ≥ 𝟎    

𝒅𝒐𝒏𝒄 ∶ 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈  [
𝟏

𝟐
, 𝟏] ;      𝒄𝒐𝒔[𝒇−𝟏(𝒙)] =  

√𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙
 

b) En déduire : 𝒇−𝟏 (
𝟐

𝟑
) et 𝒇−𝟏(𝟐 − √𝟐) 

𝒇−𝟏 (
𝟐

𝟑
) = 𝒚 ⟺ 𝒇(𝒚) =  

𝟐

𝟑
⟺

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒚 
=  

𝟐

𝟑
⟺ 𝒔𝒊𝒏𝒚 =  

𝟏 −
𝟐

𝟑
𝟐

𝟑

⟺ 𝒔𝒊𝒏𝒚 =
𝟏

𝟐
 

Or : 𝒚 ∈ [𝟎,
𝝅

𝟐
]  ⟹ 𝒚 =  

𝝅

𝟔
  donc : 𝒇−𝟏 (

𝟐

𝟑
) =

𝝅

𝟔
 

𝒇−𝟏(𝟐 − √𝟐) = 𝒛 ⟺
𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒛 
=  𝟐 − √𝟐 ⟺  𝒔𝒊𝒏𝒛 =  

√𝟐 − 𝟏

𝟐 − √𝟐
 

⟺ 𝒔𝒊𝒏𝒛 =  
√𝟐

𝟐
 ⟹ 𝒛 =

𝝅

𝟒
  𝒄𝒂𝒓 ∶  𝒛 ∈ [𝟎,

𝝅

𝟐
]  

𝒇−𝟏(𝟐 − √𝟐) =
𝝅

𝟒
 

c) Soit 𝒙 ∈ [𝟎,
𝝅

𝟐
]  ; Calculer : 𝒇−𝟏 (

𝟏

𝟏+𝒄𝒐𝒔𝒙
) 

𝒇−𝟏 (
𝟏

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) = 𝒚 ⟺ 𝒇(𝒚) =  

𝟏

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
⟺  

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒚
=  

𝟏

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
 

⟺ 𝒔𝒊𝒏𝒚 = 𝒄𝒐𝒔𝒙 ⟺ 𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟐
− 𝒚) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 ⟺  {

𝝅

𝟐
− 𝒚 = 𝒙 + 𝟐𝒌𝝅

𝝅

𝟐
− 𝒚 = −𝒙 + 𝟐𝒌𝝅 

 

⟺ {
𝒚 =

𝝅

𝟐
− 𝒙 + 𝟐𝒌𝝅 

𝒚 =
𝝅

𝟐
+ 𝒙 + 𝟐𝒌𝝅

 

 Or on sait que : 𝒚 ∈ [𝟎,
𝝅

𝟐
] donc : 𝒇−𝟏 (

𝟏

𝟏+𝒄𝒐𝒔𝒙
) =  

𝝅

𝟐
− 𝒙 

Autrement :  

𝒇−𝟏 (
𝟏

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
) = 𝒇−𝟏 (

𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
− 𝒙)

) = 𝒇−𝟏 (𝒇 (
𝝅

𝟐
− 𝒙)) =  

𝝅

𝟐
− 𝒙  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice N° 7: 

Soit 𝒙 ∈  ℝ . On note 𝑬(𝒙) la partie Entière de 𝒙 . On considère les deux  

  fonctions :    𝝋: ℝ ⟶  [𝟎, 𝟏] ∶ 𝒙 ⟶ 𝒙 − 𝑬(𝒙)  

  Et  𝒉: [𝟎, 𝟏] ⟶  [𝟎, 𝟏] ∶ 𝒙 ⟶ |𝟐𝒙 − 𝟏|. 

1)a)Soit : 𝒇 = 𝒉𝒐𝝋 .    Démontrer que :  

 𝒇 est continue sur ℝ , 

 𝒇 admet le réel 𝟏 pour période 

 𝒇 est une fonction paire . 

On sait que la fonction partie Entière de 𝒙  est continue sur tout  

  Intervalle de la forme : [𝒏 , 𝒏 + 𝟏[ avec : 𝒏 ∈  ℤ  

Donc la fonction  𝝋 ∶ 𝒙 ⟶ 𝒙 − 𝑬(𝒙)   

  est continue sur tout intervalle [𝒏 , 𝒏 + 𝟏[ avec : 𝒏 ∈  ℤ 

Et la fonction 𝒉 ∶  𝒙 ⟶ |𝟐𝒙 − 𝟏| est continue sur ℝ ⊃  ℝ\ℤ 

En particulier 𝒉 ∶  𝒙 ⟶ |𝟐𝒙 − 𝟏| est continue sur tout intervalle [𝒏 , 𝒏 + 𝟏[  

Donc la fonction 𝒇 est continue sur tout intervalle [𝒏 , 𝒏 + 𝟏[ avec : 𝒏 ∈  ℤ 

Etudions la continuité de 𝒇 en ℤ :  

On a pour tout  𝒙 ∈  ℝ : 𝒇(𝒙) =  𝒉𝒐𝝋(𝒙) = |𝟐(𝒙 − 𝑬(𝒙)) − 𝟏|  

Et par suite pour tout  𝒙 ∈  ℝ on a :  

{
𝒇(𝒙) =  |𝟐(𝒙 − 𝒏 + 𝟏) − 𝟏| 𝒔𝒊 𝒙 ∈  [𝒏 − 𝟏, 𝒏[

𝒇(𝒙) = |𝟐(𝒙 − 𝒏) − 𝟏| 𝒔𝒊 𝒙 ∈  [𝒏, 𝒏 + 𝟏[ 
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶𝒏−

𝒇(𝒙) = 𝟏  𝒆𝒕   𝐥𝐢𝐦
𝒙⟶𝒏+ 

𝒇(𝒙) = 𝟏   

Donc : 𝒇 est continue en tout entier 𝒏 ∈  ℤ 

Conclusion : 𝒇 est continue sur ℝ . 

 𝒇 admet le réel 𝟏 pour période 

On a : 𝒇 = 𝒉𝒐𝝋 

On remarque que : toute période de 𝝋 est une période de 𝒇. 

Soit 𝒙 ∈  ℝ : 𝝋(𝒙 + 𝟏) = 𝒙 + 𝟏 − 𝑬(𝒙 + 𝟏) = 𝒙 + 𝟏 − (𝑬(𝒙) + 𝟏) = 𝒙 − 𝑬(𝒙) 

 Donc : 𝟏 est une période de 𝝋 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐒𝐨𝐢𝐭 𝒙 ∈  ℝ : 𝒇(𝒙 + 𝟏) =  𝒉𝒐𝝋(𝒙 + 𝟏) = 𝒉𝒐𝝋(𝒙) =   𝒇(𝒙) 

Donc : 𝟏 est une période de 𝒇. 

 Montrons que : 𝒇 est une fonction paire . 

 Soit 𝒙 ∈  ℝ ; −𝒙 ∈  ℝ  

 𝒇(−𝒙) =  |𝟐(−𝒙 − 𝑬(−𝒙)) − 𝟏| 

On sait que : 𝑬(𝒙) = 𝒏 ⟺ 𝒏 ≤ 𝒙 < 𝑛 + 1 ⟺ −𝑛 − 1 ≤ −𝑥 < −𝑛  

𝟏𝒆𝒓𝒄𝒂𝒔 ∶ 𝒔𝒊 𝒙 = 𝒏 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 ∶ 𝒇(−𝒙) = 𝒇(−𝒏) = 𝟏 = 𝒇(𝒏) = 𝒇(𝒙) 

𝟐è𝒎𝒆𝒄𝒂𝒔 ∶ 𝒔𝒊 𝒙 ≠ 𝒏 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 ∶ 𝑬(−𝒙) =  −𝒏 − 𝟏 = −𝑬(𝒙) − 𝟏 

Donc : 𝒇(−𝒙) =  |𝟐(−𝒙 − 𝑬(−𝒙)) − 𝟏| 

                          =  |𝟐(−𝒙 + 𝑬(𝒙) + 𝟏) − 𝟏| 

                          =  |𝟐(𝒙 − 𝑬(𝒙) − 𝟏) + 𝟏| 

                          =  |𝟐(𝒙 − 𝑬(𝒙)) + 𝟏| 

                          =  𝒇(𝒙) 

Donc : 𝒇 est une fonction paire . 

𝒃) Représenter la courbe de 𝒇 dans un repère 𝑹. 𝑶. 𝑵(𝑶, 𝒊, 𝒋) 

 

 

 



 

  

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) Soit 𝑭 la restriction de 𝒇 au   segment    [𝟎,
𝟏

𝟐
] . Montrer que 𝑭   admet une 

bijection réciproque 𝑭−𝟏   dont on précisera l’ensemble de   définition          

    et l’ensemble image . 

Soit  ∈  [𝟎,
𝟏

𝟐
] , alors : 𝑬(𝒙) = 𝟎 

Donc : pour tout 𝒙 ∈  [𝟎,
𝟏

𝟐
] ; 𝒇(𝒙) =  |𝟐𝒙 − 𝟏| = 𝟏 − 𝟐𝒙    (𝒄𝒂𝒓 ∶  𝟐𝒙 − 𝟏 ≤ 𝟎)  

Donc : 𝑭 ∶ [𝟎,
𝟏

𝟐
] ⟶ [𝟎, 𝟏] ; 𝒙 ⟶ 𝟏 − 𝟐𝒙     est une fonction continue ,  

Strictement décroissante sur [𝟎,
𝟏

𝟐
], donc 𝑭 admet une fonction réciproque 𝑭−𝟏 

Et on a : 𝑭−𝟏: [𝟎, 𝟏] ⟶ [𝟎,
𝟏

𝟐
] . 

3) Soit 𝒈 =  𝑭−𝟏𝒐𝒇  

a) Démontrer que 𝒈 est définie, continue    sur  ℝ de période 𝟏  

et que 𝒈 est paire. 

On sait que 𝒇 est continue sur ℝ et pour tout 𝒙 ∈ ℝ ; 𝒇(𝒙) ∈  [𝟎, 𝟏] 

Et 𝑭−𝟏 est continue sur [𝟎, 𝟏] alors 𝒈 est définie, continue    sur  ℝ 

Soit 𝒙 ∈  ℝ ; 𝒈(𝒙 + 𝟏) =  𝑭−𝟏(𝒇(𝒙 + 𝟏)) = 𝑭−𝟏(𝒇(𝒙)) = 𝒈(𝒙) 

Donc : 𝒈 de période  . 

Soit 𝒙 ∈  ℝ 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 − 𝒙 ∈  ℝ  

Et 𝒈(−𝒙) = 𝑭−𝟏(𝒇(−𝒙)) = 𝑭−𝟏(𝒇(𝒙)) = 𝒈(𝒙)   donc : 𝒈 est paire. 

b) Soit : 𝒌 ∈ ℤ ; Exprimer 𝒈(𝒙) en fonction de 𝒙 et de 𝒌 

 Dans les deux cas :  𝒙 ∈  [𝒌 , 𝒌 +
𝟏

𝟐
[ et 𝒙 ∈  [𝒌 −

𝟏

𝟐
 , 𝒌[ 

Soit 𝒙 ∈  [𝒌 , 𝒌 +
𝟏

𝟐
[ ; 𝒈(𝒙) = 𝑭−𝟏(𝒇(𝒙))  

Or : 𝒇(𝒙) =  |𝟐(𝒙 − 𝑬(𝒙)) − 𝟏| 

On a : 𝒙 ∈  [𝒌 , 𝒌 +
𝟏

𝟐
[  𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 ∶ 𝑬(𝒙) =  𝒌 

⟹ 𝒇(𝒙) =  |𝟐(𝒙 − 𝒌) − 𝟏| 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On a : 𝒌 ≤ 𝒙  <  𝑘 +
𝟏

𝟐
 ⟺  𝟎 ≤ 𝒙 − 𝒌 <  

𝟏

𝟐
 ⟺  ⟺ 𝟎 ≤ 𝟐(𝒙 − 𝒌)   <  1 

⟺  −𝟏 ≤ 𝟐(𝒙 − 𝒌) − 𝟏  <  0 ⟺ |𝟐(𝒙 − 𝒌) − 𝟏| = 𝟏 − 𝟐(𝒙 − 𝒌) 

⟺ 𝒇(𝒙) = 𝟏 − 𝟐(𝒙 − 𝒌)   ∈  [𝟎, 𝟏] 

De plus : On a : pour tout 𝒙 ∈  [𝟎 ,
𝟏

𝟐
[ ;   𝑭(𝒙) = 𝟏 − 𝟐𝒙 ⟺  𝑭−𝟏(𝒙) =

𝟏−𝒙

𝟐
 

Donc : pour tout 𝒙 ∈  [𝒌 , 𝒌 +
𝟏

𝟐
[ ; 𝒈(𝒙) = 𝑭−𝟏(𝒇(𝒙)) 

                                                                              =  
𝟏−(𝟏−𝟐(𝒙−𝒌))

𝟐
 

                                                                              =  𝒙 − 𝒌 

De même :  

pour tout 𝒙 ∈  [𝒌 , 𝒌 +
𝟏

𝟐
[ ; 𝒈(𝒙) = 𝒌 − 𝒙 

Exercice N° 8: 

Soit 𝒏 ∈  ℕ et 𝒇𝒏 la fonction définie  par : 𝒇𝒏(𝒙) =  𝒙𝒏√𝟏 − 𝒙. 

 1) Pour : 𝒏 > 1 ; dresser le tableau de Variation de 𝒇𝒏. 

𝑫𝒇 =  {𝒙 ∈  ℝ \𝟏 − 𝒙 ≥ 𝟎 } =  ]−∞ , 𝟏 ] 

La fonction  𝒇 est continue sur ]−∞ , 𝟏 ], dérivable sur ]−∞ , 𝟏 [ 

Et pour tout 𝒙 ∈  ]−∞ , 𝟏 [;  

𝒇𝒏
′ (𝒙) = 𝒏𝒙𝒏−𝟏√𝟏 − 𝒙 −

𝒙𝒏

𝟐√𝟏 − 𝒙
 

=
𝟐𝒏𝒙𝒏−𝟏(𝟏 − 𝒙) − 𝒙𝒏

𝟐√𝟏 − 𝒙
 

=
𝟐𝒏𝒙𝒏−𝟏 − 𝒙𝒏(𝟐𝒏 + 𝟏)

𝟐√𝟏 − 𝒙
 

=
𝒙𝒏−𝟏(𝟐𝒏 − 𝒙(𝟐𝒏 + 𝟏))

𝟐√𝟏 − 𝒙
 

𝒇𝒏
′ (𝒙) = 𝟎 ⟺ 𝒙 = 𝟎 𝒐𝒖 𝒙 =  

𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
 

                                                          



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On remarque que le signe de 𝒇𝒏
′ (𝒙) dépend suivant la parité de 𝒏 

Si 𝒏 pair : alors 𝒏 − 𝟏 est impair   

           𝒙               −∞                                                     𝟎            
𝟐𝒏

𝟐𝒏+𝟏
                    𝟏                   

   𝒇𝒏
′ (𝒙)                                   −                                    𝟎      +      𝟎        − 

                            +∞                                                              𝒇𝒏 (
𝟐𝒏

𝟐𝒏+𝟏
)           

      𝒇𝒏   

                                                                                        𝟎                                              𝟎 

 

Si 𝒏 impair : alors 𝒏 − 𝟏est pair : 

           𝒙               −∞                                                      𝟎                 
𝟐𝒏

𝟐𝒏+𝟏
                    𝟏                   

   𝒇𝒏
′ (𝒙)                                   +                                     𝟎      +            𝟎        − 

 

      𝒇𝒏                                                                                             𝒇𝒏 (
𝟐𝒏

𝟐𝒏+𝟏
) 

                                                                                          𝟎                                             𝟎                                                                                                

                            −∞                                                                                                      

Déterminer l’unique élément 𝜶𝒏 ∈ ]𝟎, 𝟏[ tel que : 𝒇𝒏
′ (𝜶𝒏) = 𝟎 . 

𝒇𝒏
′ (𝜶𝒏) = 𝟎 ⟺ 𝜶𝒏 = 𝟎 𝒐𝒖 𝜶𝒏 =

𝟐𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
   

Puisque  𝜶𝒏 ∈ ]𝟎, 𝟏[ , alors : 𝜶𝒏 =
𝟐𝒏

𝟐𝒏+𝟏
 

2) Etudier suivant les valeurs du réel 𝒌 , le nombre de solutions  

        de l’équation :     𝒇𝟏(𝒙) = 𝒌. 

Tableau de variation de 𝒇𝟏 ∶  

               𝒙               −∞                                                           𝟎                  
𝟐

𝟑
                    𝟏                   

            𝒇𝟏
′ (𝒙)                                   +                                      𝟎      +        𝟎        − 

             𝒇𝟏                                                                                 𝟎                
𝟐

𝟑√𝟑
                  𝟎 

                             −∞                                                                                                                                     



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Si : 𝒌 < 0 ; l’équation : 𝒇𝟏(𝒙) = 𝒌 admet une unique solution  

Si : 𝒌 = 𝟎 ; l’équation : 𝒇𝟏(𝒙) = 𝟎 admet deux solutions : 𝟎 𝒆𝒕 𝟏 

Si : 𝟎 < 𝑘 <  
𝟐

𝟑√𝟑
 ; l’équation : 𝒇𝟏(𝒙) = 𝒌 admet deux solutions > 0  

Si : 𝒌 =  
𝟐

𝟑√𝟑
 ; l’équation : 𝒇𝟏(𝒙) =

𝟐

𝟑√𝟑
  admet une unique solution :  

𝟐

𝟑
 

Si : 𝒌 >
𝟐

𝟑√𝟑
 ; l’équation : 𝒇𝟏(𝒙) = 𝒌 , n’as pas de solution  

3) Montrer que l’équation :    |𝒙√𝟏 − 𝒙| =  
𝟏

𝟑√𝟑
 admet trois solutions  

  𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 et 𝒙𝟑 vérifiant :   
−𝟏

𝟑
 <  𝒙𝟏 < 0 <  𝒙𝟐  <  

𝟐

𝟑
 <  𝒙𝟑 < 1. 

|𝒙√𝟏 − 𝒙| =  
𝟏

𝟑√𝟑
 ⟺ |𝒇𝟏(𝒙)| =  

𝟏

𝟑√𝟑
 ⟺ {

𝒇𝟏(𝒙) =
𝟏

𝟑√𝟑
𝒙 ∈  ]𝟎, 𝟏 [

 𝒐𝒖  {
𝒇𝟏(𝒙) = −

𝟏

𝟑√𝟑
𝒙 ∈  ]−∞, 𝟎 ]

 

On a : 𝟎 <   
𝟏

𝟑√𝟑
 <  

𝟐

𝟑√𝟑
 donc l’équation : 𝒇𝟏(𝒙) =

𝟏

𝟑√𝟑
 admet deux solutions  

𝒅𝒂𝒏𝒔]𝟎, 𝟏 [ , 𝒙𝟐 𝒆𝒕 𝒙𝟑 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆  𝟎 <  𝒙𝟐  <  
𝟐

𝟑
< 𝒙𝟑  < 𝟏 

On a : −
𝟏

𝟑√𝟑
 < 𝟎 donc : 𝒇𝟏(𝒙) = −

𝟏

𝟑√𝟑
 admet une unique solution 𝒙𝟏 < 𝟎 

On remarque que : 𝒇𝟏 (−
𝟏

𝟑
) =  −

𝟏

𝟑
√𝟏 − (−

𝟏

𝟑
) =  −

𝟏

𝟑
×

√𝟑

𝟐
=  −

𝟏

𝟐√𝟑
 < −

𝟏

𝟑√𝟑
 

Donc : −
𝟏

𝟑
< 𝒙𝟏 < 𝟎 

Conclusion : l’équation :    |𝒙√𝟏 − 𝒙| =  
𝟏

𝟑√𝟑
 admet trois solutions  

  𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 et 𝒙𝟑 vérifiant :   
−𝟏

𝟑
 <  𝒙𝟏 < 0 <  𝒙𝟐  <  

𝟐

𝟑
 <  𝒙𝟑 < 1. 

4) Pour 𝒊 ∈  {𝟏, 𝟐, 𝟑} ;   On pose : 𝒖𝒊 =  
𝟑

𝟐
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
). 

Montrer qu’il existe un unique réel   𝜽𝒊  ∈  [𝟎, 𝝅] tel que : 𝒖𝒊  = 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒊 

On a : pour tout : 𝒊 ∈  {𝟏, 𝟐, 𝟑}; −
𝟏

𝟑
< 𝒙𝒊  < 𝟏 ⟹  −

𝟐

𝟑
< 𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
 <

𝟐

𝟑
  

⟹  −𝟏 <  
𝟑

𝟐
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
)  < 𝟏 ⟹  −𝟏 <  𝒖𝒊  < 𝟏 

Or la fonction 𝒙 → 𝒄𝒐𝒔𝒙 est une bijection de [𝟎, 𝝅] 𝒗𝒆𝒓𝒔  [−𝟏, 𝟏] 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Et par suite comme  pour tout : 𝒊 ∈  {𝟏, 𝟐, 𝟑} ; 𝒖𝒊  ∈  [−𝟏, 𝟏] , il existe un  

  Unique 𝜽𝒊  ∈  [𝟎, 𝝅] tel que : 𝒖𝒊 = 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒊. 

5) Montrer que 𝜽𝟏 , 𝜽𝟐 et 𝜽𝟑 sont les s solutions de l’équation : 𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽 =  
𝟏

𝟐
  

     avec  𝜽 ∈  [𝟎, 𝝅]. 

 𝜽𝒊 est solution de l’équation de 𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽 =  
𝟏

𝟐
  ⟺ 𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽𝒊 =  

𝟏

𝟐
 

⟺ 𝟒𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽𝒊 − 𝟑𝒄𝒐𝒔𝜽𝒊 =  
𝟏

𝟐
⟺ 𝟒(𝒖𝒊)

𝟑 − 𝟑𝒖𝒊 =  
𝟏

𝟐
 

On a : 𝟒(𝒖𝒊)𝟑 − 𝟑𝒖𝒊 −  
𝟏

𝟐
= 𝟒 (

𝟑

𝟐
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
))

𝟑

− 𝟑 (
𝟑

𝟐
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
)) −

𝟏

𝟐
  

= 𝟒 [
𝟐𝟕

𝟖
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
)

𝟑

] −
𝟗

𝟐
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
) −

𝟏

𝟐
 

=
𝟗

𝟐
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
) (𝟑 (𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
)

𝟐

− 𝟏) −
𝟏

𝟐
 

=
𝟗

𝟐
(𝒙𝒊 −

𝟏

𝟑
) (𝟑𝒙𝒊

𝟐 − 𝟐𝒙𝒊 −
𝟐

𝟑
) −

𝟏

𝟐
 

=
𝟗

𝟐
(𝟑(𝒙𝒊

𝟑 − 𝒙𝒊
𝟐) +

𝟐

𝟗
) −

𝟏

𝟐
 

On remplace : 𝒙𝒊
𝟑 − 𝒙𝒊

𝟐 =  −
𝟏

𝟐𝟕
 car 𝒙𝒊 est une solution de |𝒙√𝟏 − 𝒙| =  

𝟏

𝟑√𝟑
 

Donc : 𝟒(𝒖𝒊)
𝟑 − 𝟑𝒖𝒊 − 

𝟏

𝟐
=

𝟗

𝟐
(𝟑 × (−

𝟏

𝟐𝟕
) +

𝟐

𝟗
) −

𝟏

𝟐
 =  

𝟗

𝟐
(−

𝟏

𝟗
+

𝟐

𝟗
) −

𝟏

𝟐
= 𝟎 

Donc : pour tout : 𝒊 ∈  {𝟏, 𝟐, 𝟑};  𝜽𝒊 est solution de l’équation de 𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽 =  
𝟏

𝟐
   

6) Déduire les trois réels 𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 et 𝒙𝟑. 

{
𝒄𝒐𝒔𝟑𝜽 =  

𝟏

𝟐
𝜽 ∈  [𝟎, 𝝅]

⟺  {
𝟑𝜽 =  

𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅

𝒌 ∈  {𝟎, 𝟏, 𝟐 }
⟺  𝜽𝒊  ∈  {

𝝅

𝟗
,
𝟓𝝅

𝟗
,
𝟕𝝅

𝟗
} 

Donc : pour tout : 𝒊 ∈  {𝟏, 𝟐, 𝟑} ; 𝒖𝒊  ∈  {𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟗
) , 𝒄𝒐𝒔 (

𝟓𝝅

𝟗
) , 𝒄𝒐𝒔 (

𝟕𝝅

𝟗
)} 

 

 



 

 

 

On a : −
𝟏

𝟑
<  𝒙𝟏  < 𝟎 ⟺  −

𝟏

𝟑
<  

𝟐𝒄𝒐𝒔𝜽𝟏+𝟏

𝟑
 < 𝟎 ⟺ −𝟏 <  𝜽𝟏  < −

𝟏

𝟐
⟺ 𝜽𝟏 =

𝟕𝝅

𝟗
 

Donc : 𝒙𝟏 =  
𝟐𝒄𝒐𝒔(

𝟕𝝅

𝟗
)+𝟏

𝟑
 

On a : {
𝒙𝟐 <  𝒙𝟑

𝒄𝒐𝒔 (
𝟓𝝅

𝟗
) < 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟗
) 

donc : 𝒙𝟐 =  
𝟐𝒄𝒐𝒔(

𝟓𝝅

𝟗
)+𝟏

𝟑
    et  𝒙𝟑 =  

𝟐𝒄𝒐𝒔(
𝝅

𝟗
)+𝟏

𝟑
 

Conclusion : les solutions de l’équation : |𝒙√𝟏 − 𝒙| =  
𝟏

𝟑√𝟑
 sont :  

{
𝟐𝒄𝒐𝒔 (

𝟕𝝅

𝟗
) + 𝟏

𝟑
 ,

𝟐𝒄𝒐𝒔 (
𝟓𝝅

𝟗
) + 𝟏

𝟑
 ,

𝟐𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟗
) + 𝟏

𝟑
} 

 


