Série N°2 : Suites réelles Prof : Mersani Imed
Exercice1 :
Soit o un réel strictement supérieur a 1.

OL+U

On désigne par ( )Ia suite définie sur IN par : U, = 20 et pour tout n € IN, u., 5
u

1. Montrer que pourtoutn € IN,ona: u, >o.

2. Montrer que la suite (un ) est monotone. En déduire que (un) est convergente.

1
3.a. Montrer que pour toutn € IN,ona: O <u, , —a SE(un - a).

n
b. En déduire que pourtoutn € INona: u, —a < o{—j . Déterminer alors lim u, .
n — +oo

. n 7Y
4.a. Montrer que pourtoutn e IN,ona: an <Z:uk < ocn+o{1—£§j }
k=1

n
b. Déterminer alors lim u et lim — u

n%+oon

Exercice2 :

X
Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) =

1+ x?
On définit la suite (u, ) définie sur IN par : U, = 1et pour toutn € IN, u,, = f(u,).
1.a. Montrer que pour toutn € IN, u, >0.

b. Etudier la monotonie de la suite (u, ). En déduire (u, ) est convergente et déterminer sa limite.

1 1 .1 s
2.a. Veérifier que pour toutk € IN, ———-— =2+ ui. En déduire que pour tout € IN', —=2n+1+ Zui .
k+1 k un
1
b. Montrer que pour tout n e IN’, U, < ————. En deduire nIim u,.
— +o0
4. Pour toutn € IN', on pose S, Zf( j
X2
a. Montrer que pour tout x € IR+, x—? <f(x) <x.
n+1 (n+1)(2n+1) n+1 n(n+1)(2n+1)

<S < .(Ond nk2=
2n 12n° "7 2n (On donne ;

c. En déduire que la suite (S, ) est convergente et calculer lm S, .
n — +oo

b. Montrer que pour tout n € x, ,n e IN).

Exerciced :

u
On considére la suite. (u, Jdéfinie surIN par : u, =1 et pour toutn € N, u,,, =———
(1 +4U, )
1.a. Montrer que pour toutne IN, u, >0.

b. Montrer que la suite (u, ) est décroissante. En déduire que (u, ) est convergente.

1
2. Soit (v, ) la suite définie sur IN par : v, = T
un
a. Montrer que (vn) est une suite arithmétique de raison égale a 1.

b. Exprimer alors v puis U, en fonction de n et déterminer Ilim u_.
n

— +0o

n
3. Pour toutn  IN', on pose s, =Y U, .
k=1

a. Montrer que la suite (sn) est croissante.

. 1 1 1
b. Montrer que pour tout k € IN, u, < E__ En déduire que pour tout n e IN’, s, <1-——.

k+1 n+1
c. Montrer alors que la suite (sn ) est convergente et donner un encadrement de sa limite.
Exercice4 :
. n k2
On considére la suite (u,, )définie sur IN"par : u, => ——

an” +k . g coie
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] . (n+1)(2n+1) n(2n+1)
1. Démontrer que pourtoutn € IN, ——————*> < U, < ——"—~.
6(n” +1) 6(n* —n+1)
(On donne Zn:kz = n(n+ 1)6(2n +1) ,n e IN).
k=1
2. En déduire que (un) est convergente et calculer sa limite.

Exercice5 :

. 13 1
On considére la suite (U, )définie surIN par: u, =— ) cos .
( ) kg‘ (\/n +k J
2n s 1o M Endsduire fim L

2 _k=1\/n+k _\/n+1 n— -+ = n+k'

2. Soit f la fonction définie sur [0, %] par: f(x)=1-x-cosx.

1. Montrer que pour tout n € IN’,

N

Etudier les variations de f sur [0, %]. En déduire que pour tout x € [0, %], CcosXx > 1-X.

3. Montrer que pourtout n € IN', 1— < u, <1.Endéduire lim u,.

1
Vn+1 n— @

Exercice6b :

1
On considére la suite (un)définie surIN par: u, =1etpourtoutn e IN, u , =u, +—.
u

n

1.a. Montrer que pour toutn € IN, u, >0.
b. Etudier la monotonie de la suite (u,).

2.a. Pour tout k € IN, exprimer u?, —u? en fonction de u?.
. n-1 n-1 1 n-—
b. En déduire que pour toutn e IN', Z:(ui+1 - uf): 2n+ Z—z etque U> =2n+1+ .
k=0 k=o U

k k=0

[
N

c. Montrer que pour tout n € IN', u?> > 2n+1. En déduire im u,
— +o

Exercice7 :
2
. . n
1. On considére la suite (un)définie sur IN" par : u, =2etpourtoutn e N, u_, =2+—.
u

n

a. Montrer, par récurrence que, pour tout entiern 22, n <u, <n+1. En déduire Iirrl u,.
n — +owo

b. Montrer que la suite (U, ) est croissante.

2. Soit (v, )la suite définie surIN" par: v, = -1.
u, —n

n

a. Calculer v, et montrer que pour toutn e IN', v, , = 7
v, + "

b. Montrer, par récurrence, que pour toutn € IN', 1-— < v <1 puis déterminer I|n1 v, et lim (un —n).
n n — +oo

n — +owo

. 13
3. Pour tout n'e IN", on pose s, =— > kv, .
n i

. n+1 13
a. Montrer que pour toutn € IN', s, o =— > k(v,-1).
n n i

b. Montrer que pour tout entier k > 1, |k(vk - 1)| <1.

. n+1 1
c. En déduire que pour toutn € IN, s, — < — puis déterminer lim s .
2n n n - +o
Exercice8 :
2
X
Soit f la fonction définie sur [2, +oo par : f(x) = o2
X —

1. Etudier les variations de f sur [2, +oo].
2. On considére la suite (u, )définie sur IN par : U, =4 et pour toutn e IN, u,, =f(u, ).

a. Montrer que pour toutn € IN, u, > 2.

b. Montrer que la suite (u, )est monotone. En déduire que (u, )est convergente et précisera limite.
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1
3.a. Montrer que pour tout n € IN, U, —2 < E(un -2).

n-1
1
b. En déduire que pour toutn € IN, u, =2 < (Ej . Retrouver nIim u,.
— +o0
* 2 3 2 3 3
4. Pourtoutn € IN', S_ :n—42k u, :n—4(u1 +2%U, +...+0°U, ).
k=1
n?(n+1)°

n
a. Montrer que pour toutn € IN', Zk3 = 7
k=1

2
b. En déduire que pour toutn € IN', S_ —(1 +1j =
2
S, - (1 + 1}
n

. W e 2
Soit (u, )la suite définie sur IN par : u, =1et pour toutn e IN, U, , =u, +—.
u

n

n
. 4 1 . . .
c. Montrer que pour toutn € IN', < — 1—5 puis déterminer lim S, .
n n— +

o0

Exerice9 :

1. Montrer que pour toutn € IN, u, >0.

2
n+1

2.a. Montrer que pour toutn € IN, u —uﬁ >4,

b. En déduire que pourtoutn € IN, u, > 2\/5 . Déterminer alors lim u,_«

n — +owo
2 2
nat — Uy

3. Soit (v, )la suite définie sur IN" par: v, =u

. 1
Montrer que pour toutn € IN', v, < 4 +— puis déterminer lim v, .
n

n — +oo

L1
4.a. Montrer que pour tout n € IN', X < Jk—vk-1.

e 1
b. En déduire que pour toutn € IN, ZE < 2\/5.
k=1

5. Soit (S, ) la suite définie sur IN" par: S, =) v,.

a. Montrer que pour toutn € IN, S_ £ 4n +24n .

2
) u
b. Calculer alors lim (—"j

n — +wo n

Exercice10 :

s , ; i u, +v 7
On considére les suites réelles (U, ) et (v, ) définie sur IN par : u, =3 et pour tout n €N, u,,, =" 5 noetv,=—.

c

1. Montrer, par récurrence, que pour toutn € IN, u, >0 et v, >0.

2.a. Montrer que pour toutn e N, (u, +v,)" -28=(u, -v, ).

4u1 (u, —vn)z.

b. En.déduire que pourtoutn e IN, U, —V,_ 4 =
n+1

c. Prouver que pourtoutn € IN, u, —v, =0.
3. Montrer que la'suite (u,) et décroissante. En déduire que la suite (v, ) est croissante.

21
4.a. En s’aidant de la question 2.c) et de la question 3.b), démontrer que pour toutn € IN, u, > ?

b. Utiliser le résultat précédent et le résultat 2.b), pour tout démontrer que :
1
pourtoutn e IN, U, =V, , < E(u” -v, ).

1

c. En déduire, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour toutn € IN, u, —v,_ < PP
10~

n— +

d. Sachant que lim ( jz 0, déterminer lim (u, —v,).
0 n — +w

107
5. Conclure que les suite (U, ) et (v, )sont adjacentes et déterminer leur limite commune.
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