2013/2014 o» Devoir de controle n° 1 e I 4" maths 1
Lycée EL ALIA durée : 2 heures

|Exercice 1| (3 points )

Voir la correction

Pour chaque proposition choisir ['unique bonne réponse. Aucune justification n’est demandée.

1.

Lorsque 0 décrit [0, 27t] alors M(1 — el — e’i%) décrit :
a) un cercle b) un arc d'un cercle c) un segment de droite
1
Soit u la suite définie sur N par ug =1 et Uy —u, = —- Alors :
uTL
a) U est convergente. b) lim u, =+o0 c) u n’admet pas de limite.
n—-+4oo
. M+sin(ng)
lim ————— =
notoo N2+ 1
a) 0O b) +oo c) —oo

|Exercice 2| (5 points )

Voir la correction

T A
Cil:
7 ’ . ] 7 .
la courbe Cf représentée ci-contre est la courbe |
représentative d’une fonction f définie et conti- 6
nue sur R\ {—1}. o5
On sait que : o A
v La droite A:y = x—1 est une asymptote '
a C; au voisinage de +0o 3
¢ La droite A’ : y = —1 est une asymptote 2
a Gy au voisinage de —oo s\
v La droite d’équation x = —1 est une

3.

asymptote a Cs.

. A Taide du graphique et des renseignements fournis déterminer :

(a) liIJP f(x), lim f(x) et lilJ’Irl (f(x) —x+1).

(b) lim f(x). En déduire lim f <_X+ ] )

x——1 X——00 X + 1
f f(x2+1
(¢) lim (—X) En déduire lim L—H
x—+o0o X X—+00 X

Soit la fonction g : x ——
f(x)

a) Déterminer I’ensemble de définition de g.

b

(a)

(b) Montrer que la fonction g est prolongeable par continuité en —1.
(a) Déterminer 1’ensemble de définition de f o f.
(b)

Déterminer lim (fof)(x), lim (fof)(x), lim m.

X—+00 X——00 x——1 f(X)

b
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|Exercice 3| ( 6 points )

Voir la correction
. N e . _) _> . . o o
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, u, v ) Soient les points A(i) et B(—1).
iz+1
z+1i

Soit f I'application de P \ {B} dans P qui & tout point M(z) associe le point M’(z’) tel que : z’ =
I- On désigne par € le cercle de centre O et de rayon 1.
1. Soit M(z) € P\ {A, B}, N(Z) et M’(z’) 'image de M par f.
(a) Montrer que A, N et M’ sont alignés.

— e T
(b) Montrer que : {u,OM’" | = 3 + | MB ,MA | [27].
(c) En déduire que :
z' est un réel non nul si, et seulement si, M appartient au cercle € privé de A et B.

2. Soit M; € €\ {A,B} et M’ = f(M,;).

Déduire des questions précédentes une construction de M’;.

z+1
1. (a) Montrer que si z est solution de (E) alors M(z) appartient a la médiatrice de [AB].

. i . iz+1\°
II- Soit dans C I'équation (E) : =1

(b) En déduire que si z est solution de (E) alors z est réel.

7T 7T
2 ) Soitae |27
(a) Soit o € 2,.2t B
i . .
Montrer que : %, — et(2-3)
tano +1

(b) En déduire les valeurs de « € }—72—1 , g [ tels que tan o soit une solution de I’équation (E).

|Exercice 4| (6 points )

Voir la correction

U,OZZ

Soit u la suite définie sur N par : T+ul

Uy g =—— ;pourtout meN
2uy
1. Montrer que pour tout n € N, u,, > 1.

2. (a) Etudier la monotonie de la suite w .

(b) En déduire que la suite u est convergente et déterminer sa limite.

1
3. (a) Montrer que pour tout n € N, w7 — 1 < z(un —1).

(b) En déduire que pour tout n € N, u,, — 1 < (%)

(¢) Retrouver la limite de la suite u .

4. Soit (S,) la suite définie sur N* par : S, = Zuk.
k=1

1
(a) Montrer que pour tout n e N* , n < S, <n+1— 7
S
(b) Déterminer lim S, et lim —.
n—-+oo n—+o0o N
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4° maths 1

|C0rrection de ’exercice: 1| (Q.C.M)

. - _i0 . 0 0
=1i— (e1 +e "2) =1i—2cos (E) Donc M (—Zcos (E) , 1).
AlorsM e D:y=1et x € [-2,2].

Par suite ’ensemble des points M (i el

e .
17 _e_l

Njo
Njo

1. zm=i—e

Retour a I’énoncé

_i8 . .
—e "2) ,0 € [0,27] n’est ni un cercle ni un arc d’un cercle.

Ainsi la réponse correcte est (c), c’est & dire Pensemble des points M (1 — el? — eii%), 0 € [0,27] est un segment de

droite.

2. Pour tout n € N, un 41 —un = —5 > 0 alors la suite (u,) est croissante.

n
Supposons que la suite (uy) est majorée alors elle est convergente vers une limite £.
( Car une suite croissante et majorée est convergente).

La suite (un) est croissante donc pour tout n € N, u,, > up donc uy > 1 donc £ > 1.

Iim up,=¢ = lim u,. 1 =4
n—-+oo n—-+oo

1

1
lim — = (=5

n—-+oo u

Im (Ung41 —un) = ==

Pour tout n € N, un 41 —
n—-+4oo

1
un:_z -
Un

2

L = 0. Ce qui est

impossible alors la suite (w,) est non majorée. On conclut que la suite (un) est croissante et non majorée par suite

lim u,, = +o0.
n—-+oo

La réponse correcte est (b).

T T n—1 n+sin(nf) n+1
3. VneN,—1 <sin(n 3) <1 = n—-1< n+s1n(n3) n.+1n:> TS e Swen
im il =0et lim ntl =0 donc lim M =0.
nSYeo N2 41 nSYeo N2 4 notoo M2 41
Ainsi la réponse correcte est (a).
| Correction de I’exercice: 2|
Retour a I’énoncé
1. (a) lim f(x)=+4oc0, lim f(x)=—1 et lim (f(x)—x+1=0).
X——+00 X——00 X—+00
(b) lim f(x) = +oo.
x——1
—x+1 —x+1
im AL —Tet lim f(x)=+oo. lim f Xt = +o0.
x——oo X+ 1 x——1 X——00 x+1
f
(¢) lim flx) =1.
x—+oo X
o (x24T X2+ X+
lim —= = lim =400 car :
xofeo X x—too X% 41 x 5 5
f 1 f(X 1
lim M: lim u=1 (avec X =x*+1)et lim L lim — = lim x =00
x—+oo X2 +1 X—+oo X x—+00 X x—+oo X x——+00
2. Soit la fonction g : x — ——
f(x)
(a) L’ensemble de définition de Dy de g est :
Dg={x e R/x € Dretf(x) >0} =] —2,-1[U] —1,0[U]0, +o00]
(b) lim ————= =0car lim f(x)=4oo0.
x——1 f(X) x——1
Donc la fonction g est prolongeable par continuité en —1.
3. (a) (fof)(x)=Tff(x)].
Donc (f o f)(x) est définie si, et seulement si, x € D¢ et f(x) € Ds.
Or x € Dy & x # —1 et pour tout x € Dy, f(x) # —1,
donc (f o f) est définie sur R\ {—1}.
(b) hrf (fof)(x) = hIE fIf(x)] = +o0.
hm (fof)(x) = 1im f[f(x)] = +oo car hm f(x) =—1et 1im] f(x) = 4o0.
——00 —00 X——
: (fof)( ) _ fIf(x)] f[X]
1 = _— = = .
xi>71 f(X) T xo f(X) X~1>1—Tkloo X ] (avec X f(X) )
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|Correction de I’exercice: 3]

Retour & I’énoncé

iz+1 .

RN . =T i
Aff(AM") 2/ —i z4+1 2 2 2
- 1 — = ="————= 0 = —— = — €R
Aff(AN))  Z—i z—1 z+i1)z—1)  (z4+1) (z+1) [z+il
Donc AM’ et AN sont colinéaires. Donc A, N et M’ sont alignés.
(b) Z/,iZ'H _ z—1
Coz4+i \z4i)
— —1 — — =
(u ,OM’ > = arg(z')[2n1] = arg(i) + arg <z+1> = §+ arg (%) = Tz[ + <MB ,MA > [271].
(¢) Soit M(z) € P\ {B}.
T T
z' est un réel non nul < arg(z’) =kmk € Zetz' #0 & 5T (MB ,MA) =kmke€Zetz#1
T T
= (MB , MA ) =5 +kmk € Z et M #A & M appartient au cercle C privé de A et B.
2.

\i

_)
D’olt M7 est le point d’intersection de l’axe (O, u ) et la droite (AN7).

A
Soit M (z1) € €\ {A,B} et M’;(z]) = f(M;). . A "
1
D’apres la question 1. (c) on déduit que z7 est réel. Donc M’y € (O,u ). /
D’apres la question 1. (a), Mj € (AN7) avec Ny = S(o 17)(1\/[). 1)

iz+41

11- 1. (a) Soit z une solution de I’équation (E) et M(z).
- } = 1 donc [iz +1]
+1

. 3 . 3
Donc 1Z+, = 1 donc lz+_ -
z 4 z4+1 |z + 1]

i
liz+ 1] = |z +1i| donc |i(z —1)| = |z + 1| donc |i||z — 1| = |z + 1] donc |z — 1] = |z + i| donc AM = BM donc M
appartient & la médiatrice de [AB].

i 1
lz+_ = 1 donc

= 1 donc = 1 donc

‘ 3

_)
(b) Soit z une solution de I’équation (E) et M(z) alors M(z) appartient a la médiatrice de [AB] donc M(z) € (O, u )
donc z est réel.

sin o
. ‘L . . . . -ch io(.
2 (a) itano + 1 COS ¢ isin & + cos o cos & + isin ¢ e e (20— %)
- \a = - = — s = F =T L. T Tz =e
tan o + 1 SlIl(X+i sinoc+1icosa  i(cosou—isine) e ix  eilF-«)
cos &

. 3 ' 3
(b) tan & est solution de (E) et o € }—E E[ = (M) =let e }—g, T[[ — (el(Zoc—z)) =1

2’2 tan o+ 1 2
T T (6o 3m T T 3m T T
et“e}—z,z{ — 61(6()‘ 2):1et0(€i|—z,z|: — 60(-7:2k7[,kEZet0(€:|_z,z|:
S ocfz—#k—netcxe}—z E[ — oc*ﬂo oc*i[o oc*_—ST[
473 2’2 I N )
|C0rrection de ’exercice: 4|
Retour a I’énoncé
1. Montrons par récurrence que pour tout n € N, uy, > 1.
Vérifions pour n = 0.
u =1 & 2>1 vrai
Soit n € N.
Supposons que u, > 1 et montrons que un 7 > 1.
T+u? T+u2 —2u,  (1—un)?
Uni1— 1= —1= = )
Zun zun zun
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(1 _un)z

up 21 = > 20 = upp1 21
u
Conclusion : pour tout n eNu, >1
2. (a) SoitneN.

T+u? o T4ud —2ui 1—ud
2u, " 2u, T 2w,

Un41 —Un =

1— 2
2] = 2>l — —

<0 = Ung1 —un <0
Un
D’ou la suite (u,) est décroissante.

(b) La suite (uy) est décroissante et minoré donc elle est convergente vers une limite .
Pour tout n € N, u,, > 1 donc £ > 1.
Ona:

1+x2
2x
v (u,) est convergente vers £ avec { > 1.

vV un1 =f(un) avec f:x —

v La fonction f est une fonction rationnelle continue sur Dy = R* en particulier en £.
Donc ¢ = f(2).
1+4¢2

L=1f(l) = =0 = 140 =2 = =1 = l=Toul=—1.
Comme £ > 1 alors { = 1.
(]_un)z (un_])z

3. (a) Uy —1= - :(”"_1)(un—1).

Zun zun zu‘rl
up —1 1 1
2u, 2 2u,
La suite (u,) est décroissante donc pour tout n € N, u, < ug donc pour tout n € N, u,, < 2.
<2 = d = s 1 1] Un—1 _1
" " u, ~ 4 u, = 4 2 2u, 4 u, 4
—1 1 1 1

Comme wn — 13 0 alors [ -2 (Un —1) < ~(un — 1) donc wns1 —1 < ~(tn —1) < = (un — 1)

2u, 4 4 2

1 n
(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, — 1 < <—) .

Vérifions pour n = 0.

1\ 0
uo—lg(z) — 2—-1<1 & 1< 1 vral

Soit n € N.
1

1 n n+1
Supposons que u, — 1 < (Z) et montrons que un+1 — 1 < (E) .

L < 1 n . 1( ]) _ 1 n+1
Un S\ 2 2 Un S\ 2 .
D’aprés la question (a) on a: uny1 — 1< %(un —1).
1 n+1
Donc, uny1 —1< (—) .
2
Conclusion : Pour tout n e N, u,, — 1 < (%) .

" "
(c) Ona:Oéun—lg(—) et lim (E) = (0 donc HIE (un — 1) =0 donc lirf U, = 1.

2 n—+oo

1\ K
4. (a) Pour tout ke N, 1 guk<1—|—<—)

2
n n n n 1 k 1 1— (%)n
donc,Z1<Zuk<21+Z(z) donc,ngsngn—l—z 1 donc,n<8n<n+1—2—n
k=1 k=1 k=1 k=1 2
5. Pour tout n € N, n < Sy et lim n=+ooalors lim S, =+4oo.
n—-+oo 1 1§—>+oo 1 1
* n
Pour tout n € N ,ngsnfn—H—z—ndon(ﬂ <T<]+H_nx2“'
Comme lim 14+ — — =Tlet lim 1=Talors lim == =1
n—-+oo n nx2n n—-+oo n—+oco N
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