Dénombrement Mai 2010
A. LAATAOUI

3¢me Maths

. Arrangements:

Activité prépar atoire:

Seize équipes de football participent a un championnat . Chaque équipe rencontre toutes les autres en deux

matches : un « Aller » un « RETOUR » .

Combien de matches au total ?

> 1% méthode : On peut présenter le probléme en utilisant le schéma suivant , appelé arbre de choix :

E. —»E, —%E.,E) B
3 ( E:, Es)
: \~ (15 matches)

16 (E1,E)

EZ E]_ ( EZ y El) 3
\Ea (E2,E3)
: >( 15 matches)
s (Ez, Ex)
J
El6 E1 ( El6 ’ El)
2 (B, E2)
( 15 matches)
E15 ( E16 ’ ElS)

Le nombre de matches au total est : 16 x 15 =240.
> 2°" méhode : Chaque « journée de championnat » il y a 8 matches ; puisque chague équipe joue 30 matches :
15 « Aller » et 15 « Retour » , il y a 30 « journées de championnat » ; donc 8 x 30 = 240.

Commentaire:

Appelons A I’ensemble des seize équipes A ={ E1 E, ... Ei} .

Un match est un couple d' @éments de A deux adeux distincts (E; , Ej) aveci =] .

Un couple d' @ éments deux a deux distincts de A est un arrangement de 2 éémentsde A .

Définition :

Soit A un ensembleden ééments(n e IN*) .

SoitpeIN;1<p<n.

On appelle arrangement de p ééments de A tout p — uplet d éléments deux a deux distincts de A .

Un p —uplet d déments de A deux a deux distinctsest ( Xy, X2, Xz, «......... , Xp) VEC X; # X;
1<i<peal<j<p.

Remarque : Un arrangement de p @éments parmi n est un ordre sur p ééments choisis parmi n ééments .

Exercicel:
Déerminer le nombre de mots de quatre | ettres différentes que I’ on peut former avec les lettres du mot CONFLIT .
Le nombre de mots de quatre lettres différentes parmi les sept lettres du mot CONFLIT est égale au nombre
d arrangements de 4 |ettres choisies parmi 7 .

Cestdonc7x6x5x4=1840.
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Notation :
Le nombre d' arrangements de p éléments d’ un ensemble de n ééments est noté A"

Theoreme:

nelN;pelIN;1<p<n.

AP =nx(N-1)N—2)x..cooee.... x (N p+1) ; c'est un produit de p facteurs naturels décroissants & partir den .
Exemples:

A} =5x4x3=60; A} =20x19x18=6840.

Exercice2:

Onrevient al’énoncé de I’ exercice 2 , combien de mots de quatre | ettres différentes contiennent seulement des
consonnes ?

Lemot CONFLIT contient .......... (00101570]91015S35 0] |

Conclusion :

Chaisir p ééments dans un ensemble de n ééments ET leur imposer un ordre, c'est fabriquer un arrangement de
p déments pris parmi n..

> L’ordreintervient et il N’y a pas derépétition d’éléments.

Exercicesd’ applications:
1- Ondonne n points distincts . Calculer le nombre de bipoints non nuls que I’ on peut former avec ces n paints.
2- Quinze chevaux participent de bout en bout a une course . Dénombrer e nombre detiercés dans |’ ordre ( on
supposequ’il Ny a pas d’ ex-aequo ) .
3- Une société comprend 50 personnes . Combien peut — on former de bureaux comprenant un président , un
secréaire, un trésorier ?
4- Combieny a- t- il de nombres detrois chiffres écrits avec trois chiffres différents choisis parmi les cing
chiffres:2,3,7,5,8.
5-  On place dans une boite , 26 papiers portant chacun le nom d'un déve delaclasse . ( On suppose qu’il n'y a
pas des éléves ayant méme nom)
On tire deux papiers successivement et sans remise dans la boite .
a Déerminer le nombre des tirages possibles .
b- Dénombrer lestirages pour lesquels le nom du 1€ér papier est , dans|’ordre
alphabétique, avant le nom du 2°™ papier .

[. Per mutations::

Exercicel:

1. Combien de classements peut — on former avec les 26 éléves delaclasse ? ( On suppose qu'il 'y apasd ex —
aequo) .

2. Combien peut —on former de mots avec toutes les lettres du mot ROI , chaque | ettre sera utilisée une seule
fois ? ( 1es mots peuvent avoir un sensou non) .

Réponses :
1. Unclassement est un arrangement de 26 éléments pris parmi les 26 éléves, donc le nombre de classements
qu on peut former est AZ =26x 25x 24 x....x 2x1

Ce nombre est appel € nombre de per mutations de 26 éléments .

Définition :
A éant un ensemble de n éléments (n € IN") , on appelle per mutation de n ééments de A , tout arrangement de n
démentsde A .
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Le nombre de permutations de n éléments est alors A" =nx (N —1)x.....x 2x1 , ce nombre est noté nl et selit

factoriellen

Exemples:

1'=1;21=2x1=2; 31 =3x2x1=6; 4! = 4x3x2x1 =24 ; 5! = 5x4x3x2x1 = 120.
Par convention : Onpose0! = 1.

Exercice2:

L Cauler 71 i x6l; > X2
2 8x20!

2. Montrer quepour n>2ona:n=nx(n-1)=nx(n-1)x(n-2)

n (h+1), n  (n-1)

(-1 (n-1)"(n+1) n

3. Simplifier les expressions :

|
4. Montrer que A” =" _avec(n, p)e IN? et1< p<n

(n-p)

Combinaisons::
Exercicel:
Combien’ensembleA={ a,b,c,d} a-t—il departiesa2 déments ?a3 déments ?a 1 dément ?
Solution :
» Lesparties a2 déments quel’ on peut former a partir del’ensemble{ a,b,c,d} sont:
{a,b}:{a,c};{ad};{b,c};{b,d};{c,d}
Leur nombre est 6 .
Chacune des paires précédentes est dite une combinaison de deux élémentsde A .

Leur nombresenote: C; onaalors:C. =6

» Lesparties a3 déments quel’ on peut former a partir de |’ ensemble A sont :
{a,b,c};{a,b,d};{a,c,d};{b,c,d}
Chacun des sous ensembl es précédents est une combinaison detrois éémentsde A .

Leur nombreest égal a: C. = 4.
> Il en est de méme pour les partiesa 1 dément de A . C'est adire C; = 4.

AZ A3 Al
> Véifierque: C2=—-;C2=—+;C;=—*

2 3 1
Définition :

Une partie a p déments d un ensemble de n ééments ( p < n) est appel ée combinaison de p déments pris parmi n

Remarque :
L’ordren’intervient paset il n'y apas derépétition d’ éléments.
Théoréme : Le nombre de combinaisons de p ééments d' un ensemble de n @éments (p<n) est notéeC P et il est
p
égadaC’ = i = _n
P px(n-p)
Exercice2 .
Quinze chevaux participent de bout en bout & une course . Dénombrer e nombre detiercés dans le désordre . (On
suppose qu’il n'y a pas d’ ex — aequo.) Comparer au résultat del’ exercice 2 page 2 .
Exercices :
1. Uneassemblée de 16 personnes veut désigner une délégation de 3 personnes parmi ses membres. Dénombrer
les dél égations possibles .
2. Onveut direun comité de 4 personnes choisies parmi 12.
a- De combien de maniéres peut — on former ce comité ?
b- Decombien de maniéres st Monsieur X refuse de siéger avec Monsieur Y ?
Exercice4 .
Une boite contient 5 boules rouges et 3 boul es blanches indiscernables au toucher , on tire simultanément 3 boules
de cette boite.
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Qud est le nombre de tous les tirages possibles ?

Qud est le nombre detirages de 3 boules de méme couleur ?

Quel est le nombre de tirages d une boule blanche et 2 boules rouges ?
Qud est le nombre de tirages comportant au moins une boule blanche ?
. Quel est le nombre de tirages comportant au plus une boule blanche ?

Propriétés :

1. Pourtout neIN*ona:C’=C"=1etC!=C"*'=n

2. Pourtout neIN"et pelIN;p<nona:C’=C"°

3. Pourtout neIN”; peIN"telquep<n-lona:CP'+CP, =CP
Exercice5:

1. RésoudredansIN*, C; +C2 +CJ =387n.

2. Calculer le plus simplement possible C2 x CY + CE xC2 + CZ x C..
1 2

grLDdE

X
3. Calculer lavaleur du quotient ———2" ; Trouver lalimite de ce quotient si ntend versinfini.

3n

V. Formuledu bindbme de Newton :

Exercicel: Soient aet b deux réds.

Développer (a+b)*;(a+b)*;(a+b)".
1. Vérifier que
a+b)’=C?xa®xb®+Clxa'xb'+C2xa’xb?
2 2 2
(a+b)* =Cla’h° + Cla’b' + CZa'h? + Cia’b®
(a+b)* =Cla’b® + Cia’b' + C2a’b? + Cla'b® + C a’b*

For mule du binbme:
nelN*;(a,b) e IR

(a+b)"=C
_ p:nC Pa"-PhHP
=

n

Démonstration : (par récurrence).
p=n
Conséquence: (a—b)"=> CP(-1)"a" P bP
p=0
Exemples : Développer (a+b)° et (a+b)° puis(a—b)° et (a—b)°

Remarque : Pour obtenir facilement des C” , pour n petit, le triangle de Pascal.

n=0 C§ 1

n=1 C10C11 11

n=2 CSC;CZZ 121

n=3 C§C§C§C§' 1331

n=4 CfCinCfo 14641
N=5 1510105 1
N=6 1615201561

4 | Dénombrement. 3¢me Maths 09 - 10. www.espacemaths.com

a"b’+Cla"'b' +C?a"*b* +......+ CPa" Pb? +...+ C''a'b"" + C"a’b"



http://www.espacemaths.com

Cetriangle est un résultat delaformulede Pascal : CP'+CP, =CP.

Exercice2:

1. Développer (x+1)°;(x—-12)°;(2x+3)° et (2x - 3)°

2. Démontrer que: C) +CL +C2 +C2 +C2 +C2=2°

3. Calculer les sommes:
C)+C+C2+...+CP +

C)-

Cl+C2+..+(-2)°C] +....+C!
C’+2C +2°C2 +..+2°CP +....+ 2"C]

V. Nombrede partiesd’ un ensemblefini :
Soit A un ensemblefini den ééments; n e IN
Unepartiedep éémentsde A est une......

VI.

Le nombre de parties de p éléments de A est

de p déments choisis parmi les n déments de A.

LenombredetouteslespartieSde A €5 : ... e

Théoreme:

A éant un ensemble contenant n déments; n  IN
Le nombre de partiesde A est 2"

L’ ensemble des parties de A est noté P(A).

Exemple:

Soit A ={1, 2,3 4,5, 6}. Lenombre de parties de A est

Nombre d’applications d’ un ensemble fini dans un ensembile fini :

Exercicel:

SoitA={1,2 3} ;B={a,b}
Trouver toutes les applications de A vers B.

Solution :

Pour chacun des 3 démentsde A , il y a2 choix possibles.
Le nombre de toutes les applications de A vers B est 2° =8.

Théoreme:

A et B éant deux ensembles finis de nombres d’ éémentsrespectifspetn e IN”
Le nombre d applicationsde A versB est n®.

Exercice2:

1. Combien de numéros de téléphone a 6 chiffres peut — on former avec les chiffres
0,1,23,4,5,6,7,8,09.

2. D’unjeu de 52 cartes, on tire successivement 3 cartes. De combien de facons peut — on faire cetirage :

» SiI’onremet lacarte dans lejeu apres avair lu ce qui &ait écrit.
» Sil'on neremet paslacartedanslejeu ?

Résume : On distingue trois types detirages :

Types detirages Successif avec Successif sans remise Simultané
Remise
Unrésultat Un p — uplet avec Un p — uplet d ééments Unepartiedep
possibilité de répétition distincts2 a2 €l éments
Ordre L’ ordreintervient L’ ordreintervient L’ ordre n’intervient pas
Nombre de tirages de ne AP (o34

p ééments parmi n
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