CH5 — Géométrie :
3éme Maths
Nombres complexes

1) DEFINITION - REPRESENTATION GEOMETRIQUE

Définition :

On appelle cor ps des nombr es complexes, e on note € un ensemble contenant IR

tel que:

e |l existedans C un élément noté i tel que i =1

e Tout dément de C sécrit souslaforme a+bi , ouaet b sont desréels.

e € est muni dune addition et d'une multiplication qui prolongent I'addition et la
multiplication de IR, et qui suivent les mémes régles de calcul.

Nombr es complexes particuliers:

Soit un nombrecomplexe z=a+bi avecac IR e be IR.
e ssh=0,0na z=a, zestunréd. (IRest contenu dans C)
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Un nombre complexe sera
souvent représenté par lalettre z.

e sia=0,ona z=bi, onditquezest unimaginaire pur (on dit parfois simplement imaginaire).

Remarques:

¢ IR correspond al'ensemble des points sur une droite. Un nombre réel x correspond au point d'abscisse x sur la droite.

On peut donc toujours comparer deux nombres réels :

S x et y sont des réels, on a nécessairement x<y ou y < x (Lepoint d'abscisse x setrouve, sur ladroite, "avant"

ou "apres’ le point d'abscissey)

e C, ensembledesnombres a+bi avecae IR e b e IR correspond al'ensemble des points d'un plan.
Un nombre complexe a+bi avecae IR e b e IR correspond au point du plan de coordonnées (a ; b).
On ne peut donc pas comparer deux nombres complexes : il n'y a pas derelation d'ordre dans C.
On ne peut donc pas dire qu'un nombre complexe z est inférieur & un nombre complexe Z ou qu'un nombre complexe z

est positif.

Propriété

L'écriture d'un nombre complexe sous laformez= a+ bi , ou aet b sont desréels,
est unique.

Définition

Soit un nombre complexe z.

L'écriturez=a + bi , ou a e b sont des réds, est appdée forme algéorique du
nombre complexe z

aest appelé partieréelledez e b partieimaginaire dez

Onnote a=Re(z) & b=Im(z).

Propriété

Deux complexes sont égaux s et seulement si ils ont méme partie réelle e¢ méme
partieimaginaire.
Cest-a-direques a,b,a ,b' sontdesrées, ona

. {a= a
atbi=a+bi < b= b

Remarques:
e La parie rédle de z est un
nombre rédl.
e Lapartieimaginairedezest un
nombre rédl.
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Exemple: Soit z=2+3i & Z=i-5. Caculer et écriresous laforme algébrique :

z+7 = z-7 =

2z-37Z = 27 =

Définition

On se place dans |e plan rapporté & un repére orthonormé direct (O; U,V ) .

Au point M de coordonnées (a ; b) , on peut associer |le nombre complexe
z=a+ hi.

Onditquez=a+ bi est|'affixedeM ouqueM(a; b) est|'image ponctuelle
de z= a+ bi.

H , )
Auvecteur V  decoordonnées(a; b), on peut associer le nombre complexe
z=a+ hi.

Onditquez=a+ bi estl'affixede V ouque V (a;b)estlimage vectorielle

dez=atbi.

Z =
bl ______ M(z)
—
vV vi(z)
a
O u
Lorsqu'on repére un point ou un

vecteur par son affixe dansun
repére orthonormé direct, on dit
gu'on se place dansle plan
complexe.

Exemple : Placer dans le plan complexe, les points daffixes :

zl:2+2i : 22:3+i : 23:-1+2i : 24:2-i

=i z=-1 =1 ; =-i-3 v
=1z L oz=l g o
Propriétés

Si M apour affixe z=a+ bi e s M'apour affixe Z=a' + b'i, aveca, b, a, b' rédls, aors :

e levecteur MM’ apour affixe
Z-z=(a-a)+ (b - D)

e lemilieu | de[MM'] apour affixe z =

e OM=|OM =&+ 20=%% (a+p=0)
o

o MM'=|MM'|=+/(@ - @)+ (b - b)*

z+ 7

o lebarycentreGde(M ; a) et (M'; B) apour affixe

( Cette formule se généralise au barycentre de n points pondérés)

Propriétés

« S V apouraffixez e V' pour affixez,alors V + V'

apour affixe z+ Z.

e Sikestunréd, aors k V apour affixe kz

Définition
b
Soit z un nombre complexe de forme algebriquea + bi .
On appelle conj ugué de z le nombre complexe noté z  tel que v
z=a-bi.
0]
-b

y M(2)

|

| S M estlepoint daffixe z,
: lepoint M' diaffixe Z est

. symétrique de M par rapport
:a al'axe des abscisses.

'

|

1

] MI (Z )
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Exemple: Soit z=3+5i & Z=-2+3i . Caculer:

z = Z= z+7= z+7=
z+27 = 77 = zZ = zZ =
Propriétés

! () _ z
Pour tous nombres complexes zet Z, ona: e SiZ#0 E) = (E) "=
e 7z =z _ _
e 7.7 estunréd positif . Re(2)=z-;z ; |m(Z):ZZ_i
e z+Z2 =2z+Z7 ; z2-Z=7-7 , Z = e 72eR & z=7 zeiR & z=-2z
2.z

Remarque: Lapropriéé z.z € IR serautile pour trouver les formes algébriques dinverses et de quotients.

Cl+i_(+D)@+i)_2+i+2i-1_1+3i _1_3.
Exemple: - = . == . = =—+=
X 2-i (2-D)@2+i) 4-i° 4+1 55
2) FORME TRIGONOMETRIQUE - MODULE - ARGUMENT

A) FORME TRIGONOMETRIQUE

Rappel : .
Le plan est muni d un repére orthonormé direct (O;U, V) .
Soit M (a; b) unpoint du plan (distinct deO) . v\ 0

- 1
v

M (z

)

=
u

o

On appelle coordonnées polaires de M |, tout couple de nombresréels (r, 0 ) tel que:

r = OM e (U,0M)= 0+2kn ,keZ

Remarque:
Soit M le point daffixexavecx € IR,ona r=0OM = | x|

Définition

Onadorsr =+/a® + b?

a=rcos® & b=rsno

z=a+ib

Tout nombre complexe non nul z peut-étre écrit sous laforme:
z=r(cosO+isin0), avec 0 IR e r e IR.

Onditque z=r (cos® +isin®) avec 0 € IR & r € IR, est une forme trigonométrigue dez

Propriété

Si deux nombres complexes z et Z sont €crits sous forme trigonométrique z=r (cos6 +i sin )

e Z=r'(cosb' +ising), ona:

z=7Z < r(cosO+ising)=r'(cos®' +isng) < {

r=r
0=0"[2r]
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B) MODULE

Définition

Soit le nombre complexe zdeformealgébriquea+ bi e soit M le point d'affixe z
On appelle module de z lenombreréd positif r=0OM =\/a2+ b> . Onnoter= |z].

Remarque:
La notation | z | nerisque pas de préter a confusion avec la notation de la valeur absolue puisque lorsque x est un nombre

rée,ona r=0M =|x].
Pour unrédl x, | x | pourra ére lu indifféremment "valeur absoluede x" ou "module de x".
Pour un nombre complexenonréel z, | z| seralu impérativement "module de Z'.

Exemple: - Calculer lemoduledez; =3 +4i : -TonnerIaformetrigonomériquede z=1[3 +i :
Propriétés
L . —>
o Soit V unvecteur daffixez,ona | V |=]z]
o Soit A et B deux points d'affixes respectives z, et zg, on a AB=|zz -1z |.
Propriétés
- z| _ 12|
¢ |2]=0 & z=0 © 8220 =7
. |-z|=]z] — 1 (o -
o |Z|=]z| e zz=|z|° (onretrouve zz € IR})
o |z+2z|<|z|+|2] e 527220 1=_Z_
e |zZ|=]z]|Z] z |z|
. 1 1
e 5720 =l =—
ENE
C)ARGUMENT
Définition
Soit le nombre complexe non nul z de forme algébriquea + bi et soit M le point d'affixe M(z)
z
On appelle argument de z tout nombrerée 6 tel que 6=(U, OM) [2n]. !
Onnote O =arg(z) » '\9
v >
o'y

Remarque:
0 n'est pasunique, il est défini a2k ©t pres (k € Z) c'est-a-diremodulo 2 &t .

Propriétés

Soit z et Z deux nombres complexes non nuls d'arguments respectifs6 et6'.Ona:

e (cosO+isnB)(cosO' +isnO)=cos(6+0")+i sn(6+0") ag(zz)=agz+agz [2r]

1 sint - FAN
w0 +isng ox o) rient9) wo(g)=-a0z (2]
cosf+isind . 7
¢ /- = - = -0 -0 == - zZ 2
oS0 ~i5n6 cos(6 -6')+isin(6 -6") arg(z) argz-arg [ 2n]
e (cosO+isin®)"=cos(nO)+isin(n®) pourtoutne Z arg(zn)znargz [2n]
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e cosO-isnd=cos(-0)+isn(-0)

e -(cosO+isnO)=cos(0 +m)+isn(O +m)

ag(z)=-agz

ag(-z=agz+n

[2r]

[2r]

Propriétés

Soit z=r (cos O +isin®) un nombre complexe écrit sous forme trigonomérique. z e -z ont pour

formes trigonométriques :

z=r(cos(-0)+isin(-0)) et

~z=r(cos(0+m)+isn(0+n))
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