CH4 — Géométrie : Rotations

3¢me Maths Janvier 2010
A.LAATAOUI
1) DEFINITIONS
Dansun plan P orienté dans |e sens direct sont donnés un point O et un
angle @ . On appelerotation de centre O et d'angle 6 lafonction RO, ¢ A
du plan P dans lui-méme qui au point M associe le point M* vérifiant:
OM '=0OM
(OM,0M")=6[2r]
o}
Lepoint O etlerée 0 sont ditsles déments caractéristiquesde RO | 9 ). M

Casparticuliers

Des valeurs particuliéres de I'angle de rotation conduisent a des situations trés particuliéres.
Soit O |e centre de rotation:
- Angle derotation nul:
Cette rotation fait correspondre chaque point d'une figure a lui méme. La figure est invariante point par point.
- Anglederotationégal & 7 :
Sait A' I'image du point A. Nous avons donc OA=0A' et I'angle AOA' est plat (=180°)
Comme les points A, O et A" sont alignés et OA=0A" alors O est le milieu de [AA']. Cequi signifieque A’ est le
symétrique de A par rapport a O. Et ceci quelque soit e point A.
Nous retrouvons la propriété fondamental e des symétries centrales.
Pour un angle derotation de 180° (ou -180°) nous obtenons une symétrie centrale de centre O

Vocabulaire
Le plan est orienté dans |e sens direct.

Soit @ unréel del'intervalle |-z, 7] .Q un point du plan et R larotation de centre Q et d'angle 0.

# Si 0 >0, ondit queR est unerotation directe. .
# S 0 <0, ondit queR est unerotation indirecte. U

Activité 2 page 72.

1) a Oestlemilieu de[AA]. . .

OA = OA' Oeméd[AAT] g
b.Si 6 # kx, alors ¢ ——— ot e
@ (0AOAY)=0[22] | _ : "— —
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2) 1'unicité du point O entraine |’ unicité de la rotation.
3) Dégasfaitenl)b.

Unerotation est par faitement déter minée par la donnée de son angle et celle d’ un point et son image.

Activités 3 et 4 page 73.

Réciproque d’ unerotation

Le plan est orienté dans |e sens direct.

Soit O un point du plan, @ unréd & R larotation de centre O et d'angle 6 .

Larotation R, ,, est appeléerotation réciproquede R, . Deplus,

Rog(M)=M" s et seulement si, R

(o,a)(M ‘):M

2) PROPRIETESD'UNE ROTATION

A ) DEFINITION D’UNE ISOMETRIE

Soit f une application du plan dans lui-méme.

On dit quef est uneisométrie du plan si pour tous points M et N d'images respectivesM’ et N', onaMN = M'N’.
Exemples:

La symétrie orthogonale, la symétrie centrale et |a trandlation sont des isométries du plan.

Activité 2 page 74.

1) a.S]A=O,anrsA’=Oetparsuiteona:@-@zOzQ—E-O—B‘. B

0 0 !
/

b. 9 Aet B sont distinctsde O, alors

=-9+(0OA,0B)+6[2r]=(OA,0B )[2r]

OA-OB =0Axosxcos(o—A,(ﬁ)=0A'xos ' cos(O—A‘,OB )
—OA"-OB"
2) a. AB-AC=0A2-0OA.OB-OA-OC +OB-OC.

b. D’aprés1) ona OA-OB =0A"-OB', OA-OC =OA"-OC" et
OB-OC =0B"-OC" donc

2 I Rotations. 3¢éme Maths. 09 - 10. www.espacemaths.com



FYRYNY & i ¥V wiaads @ L T = ]

AB - AC = OA2—-0A-OB - OA-OC + OB -OC
=0OA'2-OA'-OB'-OA'-OC'+0OB"-OC"
=A'B"-A'C’

c. S on pose C = B, alors 2) donne

AB-AB=A'B"A'B' < AB2=A'B'2c< AB=A'B’

Théoréme

Toute rotation conserve le produit scalaire et les distances. Ainsi, touterotation est isométrie.

B)ROTATIONET ALIGNEMENT

Rappels:

Si A, B & C,dans cet ordre, sont alignés alors AB+BC=AC. (cas particulier des inégalités triangulaires)
et saréciproque: St AB+BC=AB alors A, B et C sont alignés.

Soient les points alignés A, B et C et leurs images A, B e ae
B' et C' par larotation de centre O et dangle 6 . A R et )
Comme les rotations conservent |es distances alors s ]
AB=A'B', BC=B'C' et AC=A'C.. SR & =5
Comme A, B et C sont alignés alors AB+BC=AC. oA '
Si nous remplacons AB, BC et AC par lesvaleurs i“:f’:' D ah B
égales, respectivement, A'B', B'C' et A'C', nousobtenons () <. T oo
A'B+B'C=AC. B EC :
Comme A'B'+B'C'=A'C' dlors A', B' & C' sont alignés. Ce s L T ;
qui prouvent que: 5

L esrotations conservent les alignements

I mage du milieu d'un segment:

Soient le segment[ AB] et son milieu M.
A' et B' sont lesimages de A et B par larotation de centre O et dangle 0 .
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Comme M est lemilieu de[AB] alors A, M et B sont alignés et
AM=MB.

Comme les rotations conservent les alignement alorslesimages A', B' et 14 50}
M’ sont alignés. y

Comme les rotations conservent les distances alors AM=A'M’, |
MB=M'B'. Donc AAM'=M'B'.

Comme A', M' et B' sont alignés et A'M'=M'B' alors M" est le milieu de
[A'B].

L 'image du milieu d'un segment est le milieu du segment image

C)ROTATION ET ANGLESORIENTES

Activité 4 page 75.

_— - B
AB =CD « (A,B) est équipollenta (C,D) < A*D =B *C D\ \

< A*D'=B%*C'< A'B'=C'D’ &,

Activité 5 page 75.

R(0)=0
R(E)=E'
1) {R(A)=A'=OE'=A'B'=(AB,A'B")=(OE,OE"|[2r]=0[2r]
R(B) =B’
OE = AB
(A'B'.C'D")=(A'B" AB)+(AB,CD)+(CD,C'D') 2]
2) .
E—0+(E,C—D)+0[2n]E(E,CT))[ZH]
Théoréme

Le plan est orienté dans le sens direct.

R est larotation decentre O et d'angle 0 .

% Pour tous points A et B d’images respectives A’ e B’ par R, (HS,A‘ B‘) =0[2r].
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# Pour tous pointsA, B, Cet D tdlsque A=B e C =D, dimagesrespectivesA’, B', C & D’ par R,
(A'B',C'D")=(AB,CD)[2r]

L esrotations conservent les mesur es des angles orientés.

Activités 6 et 7 page 76.

D)ROTATIONET EGALITESVECTORIELLES

Activité 9 page 76.

OE =xCD:OE'=xC'D".

1) OE'=|x|C'D'=|x|CD=O0E.

(E—I;,O:E')E(E,XC\'—D')[ZE]E(CD,C'D')[ZE]EB[Z::]
—R(E)=F.
2) AB=xCD< AB=OE < A'B'=OE'< A'B'=xC'D"
Théoréme
Le plan est orienté dans le sens direct.

R est larotation decentreO et dangle 6 .

Pour tous points A, B, C & D d'images respectives A’, B', C' & D’ par larotation R, et pour tout réel x,
AB = xCD, si et setlement si, A'B'=xC'D"
Toute rotation conserve les égalités vectorielles.

Conséguences

= Touterotation conserve le barycentre de deux points.

=% L’image d unedroite par unerotation est une droite.

=% L’image d un segment par une rotation est un segment qui lui est isométrique.
= Touterotation conserve le parallélisme et I’ orthogonalité de deux droites.

E)ROTATIONET CERCLE

L’image d un cercle par unerotation est un cercle qui lui est
isométrique, et de centre I’image du centre

Si D est tangentea § en A alorssonimage D’ est tangentead ' en
A

Toute rotation conserve le contact
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F)PROPRIETE CARACTERISTIQUE D'UNE ROTATION

Activité 3 page 79.

A #Be AB=CD.

1) AB=CD.
a AB=CD = AC = BD donc Latrangation de vecteur AC transforme A en C & B en D.

b. Sil existeunerotation qui A en C et B en D alors son angle est (ECT)) =0[ 2z | ¢ est donc I identité
du plan.
2 AB=CD (A:B,C:D)EO[ZH].
a. SoitRlarotation d'angle 6 tgl|e que R(A) = C.

Suppo&)nsqueR(B) =B’ donc (E,@I) 50[277:] E(E,@)[Zn’] = C_B" et C_[j sont colinéaires de

méme sens, deplusona: CB' =AB=CD = CB' = CD =B’ =D.
b. Supposons qu'il existe une autre rotation qui transforme A en C e B en D alors son anglesera 6 et son
centre est le point d' intersection de méd[AC] et méd[BD] ; ¢’ est elleeméme larotation R.

Théoréme

Le plan est orienté dans le sens direct.

Soit A, B, C et D quatre points tels que les points A et B sont distincts, AB = CD & AB =CD.

Il existe une unique rotation qui transforme A en C & B en D, d'angle (ECY)) et de centre appartenant aux

médiatrices des segments [AC] « [BD].

Activités 4 et 5 page 79.

3)ROTATIONET SYMETRIESORTHOGONALES

Activité 4 page 80.

Le plan est orienté dans |e sens direct.

Soient (d) et (d") deux droites sécantes en un point O.

U et v deux vecteurs directeurs respectifs de (d) et (d') tels que:

—

(uv)=al2r].

(d) © a) —

(0.2a)

6 I Rotations. 3¢éme Maths. 09 - 10. www.espacemaths.com



4) COMPOSEE DE DEUX ROTATIONSDE MEME CENTRE

Le plan est orienté dans |e sens direct.

Soit O un point du plan, 6 e 6’ deux réels. i

Www . e VIOLL @ L.lloL

A q L
Si R e R’ sont deux rotations de méme centre O et d angles Iy " xf.f’
[ f

respectifs @ e 0’', dorsR’ o R est larotation de méme centre O & Fr'l b ¢ ;’
dangle 0 +6°. gl . TR ¢

g _lr:L ] = I: ﬂ' | ‘\.‘flﬁl ’
L a composee de deux rotations de méme centre est une rotation de "-g -1 fc .
méme centre et d’ angle la somme des deux angles. " e . i et
Si 6 +0'=0[2r] alorsR’ o R est I'identité du plan. =tk . N

T ——
C f &
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