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CH3 — Géométrie : Trigonométrie TR

A. LAATAOUI

3%me Maths

1) COSINUSET SINUSD’'UN REEL

Sauf contre indication, I’ unité utilisée est le radian.

Le plan orienté est muni d’un repéere orthonormé direct (O ;T7, T ) ; on considere le cercle trigonométrique C
decentreO.

A ) DEFINITION

Pour tout réel x , il existe un point M unique du cercle trigopnométrique C tef
soit une mesure de (OI', OM ) .

* |I'abscisse du point M est le cosinus de x ( hoté cos X )

* I'ordonnée du point M est lesinusde x ( notésinx )

Propriétés :

Pour tout réel x et tout entier relatif k,

+ -1<cosx<le-l1<snx<1

#% Cos(x+ 2kn) =cosx et sin( x + 2kn) =sinXx
+ COX+sSmx=1

2) LIGNESTRIGONOMETRIQUES DESANGLESASSOCIES

N A
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= COS(—X)=cosx .

= COS(m—X)=—CoSX .

= cos(m+X)=—00SX .

. cos(g—x):sinx .
TT _ .

. cos(§+x)——smx .

sin(—x)=-sinx
sn(mt—x)=snx
sn(m+Xx)=-sinXx

sin(g—x):cosx

sin(g+x):cosx

Activité 9 page 53.

3) TANGENTE D'UN REEL

A ) DEFINITION

On appelle tangente de 0, le réel notétand et défini par tand :iZ’ pour tout réel 6 tel que
Ccos

9¢%+kn,keZ.

Activité 2 page 54.

— 0
1) M (cos6,sin6)et T (1 y) = dét(OM,OT ) = cos

2) OM et OT sont colinéaires = dét(O—M,(ﬁ)=O:>ycose—sin0=0:>y=

Activité 3 page 54.

Propriétés :

sné |

Pour tout réel 6 tel que9¢%+kn,kez,ona:

‘zycose—sine.

sin@ _tan®
coso
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+ tan(0+rm)=tand.
4+ tan(-0)=-tanf .

4) COSINUSET SINUSD'UN ANGLE ORIENTE DE VECTEURS

A ) DEFINITION

Soit U et V deux vecteurs du plan orienté.
Si x est une mesure en radian de I’angle orienté (U , V) , alors les autres mesures sont delaformex + 2k © (k

Orcos(x+2kmn)=cosxetsin(x+2kmn)=snx.Onendéduit ladéfinition suivante :

Le cosinus ( resp. lesinus) de I'angle orienté de vecteurs (U , V) est le cosinus ( resp. le sinus) de I’ une quelco
Ses mesures.

Onnote cos(U,V) e sSn(u,v).

B)LIEN ENTRE cos(U,V) et cos(AOB)lorsqueOA =T et OB =V

Notons o la mesure en radians de I’angle géométriqueAAOB formé par U et vV , e notons x la mesure
principale de

(u,v).
Ona o= | x | . Deux cas se présentent : V
B

» Six>0, | x| =xet par suitecos o, = cos X .
. Sixso,\x\:—x,etCOSa:cos(—x):cosx

P o—— A
Onadonccos(u,Vv)=cos(AOB) N

e

Remarque:

Cen'est pasvrai pour lesinus: sin (AOB) = | sin(d, V) |

Activités 1 page 57 et 3 page 58.

Propriétés :

Soit U et V deux vecteurs non nuls, de composantes (x, y) et (X', y') dans une base orthonormée
directe (i, ).

Alors: cos(ﬁ,@)— X T et sin(ﬁ,Q)— XWX

_\/x2+ yz\/x‘2+ y'2 _\/x2+ yZ\/x‘2+ y'2
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5) REPERAGE ET COORDONNEESPOLAIRES

A) COORDONNEESPOLAIRESD'UN POINT

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; 1, 7)) . M
Soit M un point du plan ( distinct de O) . 0
On appele cooordonnées polaires de M , tout couple de nombres réels ( 1 '\ 0
I L
p,0)te que: d+
p =OM et (T,OM)=0+2kn ,keZ
Remarque:

+ Oest appelélepdleet [ Ox) I'axe polaire.

+ Ondit quer est le rayon polaire du point M et 6 I’ un de ses angles polaires.

+ Un repére polaire étant choisi, atout couple de coordonnées polaires correspond un unique point
du plan.

B ) REPERE POLAIRE ET REPERE CARTESIEN

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (O; 77, 7)) .
Un point M ( distinct de O ) a pour coordonnées cartésiennes ( X ; y
) et pour coordonnées polaires(p,6).0Ona:

p=\x2+y?2 : X=pcosO e y=psno

Preuve:

Soit C le cercle trigopnométrique de centre O .

Lademi-droite[ OM ) coupeCenN .

N a pour coordonnées (cos 0 ; sin6 ).

Or OM = p ON ; on en déduit que OM apour coordonnées ( pcosO; p sin0).
D'autrepart : OM 2=x2+y2= p?2
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6) FORMULES DE TRANSFORMATION

A) FORMULESD'ADDITION

Pour tout réel aet b :

cos(a—b)=cosacosb+snasinb ; cos(a+b)=cosacosb—
sinasinb

sin(a—b)=sinacosb—-sinbcosa ; sin(a+b)=sinacosb+ sin
bcosa

Preuve:

= Montronsquecos(a—b)=cosacosb+snasnb

On considére le cercle trigonométrique C de centre O muni du repere orthonormé

direct (O;7,7]).

On note A et B les pointsde C , définispar (77 ,OA ) =aet(i,0OB)=b.
Les coordonnées de A et de B sont respectivement (cosa; sina) et (cosb;sinb).

D’ autre part, d’ apres larelation de Chasles, ona:
(OA,0B)=(OA,i)+(17,0B)=—(1,0A)+(7,0B)=Db-a

Calculons alors de deux manieres le produit scalaire OA . OB :

= avec les coordonnées: OA .OB=cosacosb+sinasinb
= enutilisant cos(OA,0OB): OA.OB=0A xOB x cos(OA ,0B) =cos(b-a)

Ainsi cos(a—b) =cosacosb+snasinb

= Montronsquecos(a+b)=cosacosb-snasnb
Il suffit d’écrirecos(a+b) =cos(a-(-b)) ...

= Montronsquesin(a+b)=snacosb+snbcosa
Il suffit d’ écrire sin (a+ b)=cos(g—(a+ b)):cos((g—a)—b):

= Montronsquesin (a—b)=snacosb—-snbcosa

Il suffit d’écriresin(a—b)=sn(a+(-b))=...
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T T T T T
— == —-= t ler | r t — n-——.
En remarquant que 12 "3 4,onpeu calculer esvaleusexac&sdecoslzets 1
05 = cos™ cos® +anTgnte = N6+4[2
cos12 cos3cos4 sn39n4 )
T LT T T T 6—1/2
. N-—=8SN-C0S~ —SN-—CO0S==... =
s 17 s 3cos4 s 4cos3 7
B) FORMULESDE DUPLICATION ET DE LINEARISATION
FORMULESDE DUPLICATION FORMULESDE LINEARISATION
» sin2a=2sinacosa
= cosZa =cos2a-sin2a . coszg=Litcos2a
=2cos2a-1 2
=1-2sin2a
. sn2g=L-C0s2a
2
Preuve:

En prenant b = a, dans les formules précédentes on obtient sin2a=2snacosa e cos2a =cos2a-—sin?
a.

En utilisant larelationcos2a+sin2a=1,onobtientcos2a=2cos2a—1e cos2a=1-2sn2a.

On en déduit les deux derniéres formules.

Activité 2 page 59.

C)FORMULE DE TRANSFORMATION DE acosx+bsnx

Activité M
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ; 17, T). r

M est un point du plan ayant pour coordonnées cartésiennes (a, b) + 1/ v\ 4
danslerepere (O; T, ) et pour coordonnées polaires [r,p]. 9

. a b
Onsait que cosp =— ; sinp=—; r=+a2+b2.
r r

Pour tout réel X, acosx +bsinx =rcosg cosx +rsingsin x =r (cosp cosx +singsinx) =rcos(x-g) .
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Ainsi ona: Soit (a,b) =(0,0). Pour tout réel x,

acosx +bsinx =rcos(x—¢); o r =+/a2+b?, cosp =

Activité 4 page 60.

a
VJaz+b?

7) EQUATIONSET INEQUATIONSTRIGONOMETRIQUES

A) EQUATION EN COSINUS

L’équation cosx =cosa ; ouU o est un réel fixé a pour
solutions o + 2kz & —a +2kz ; KeZ

L’équation cosx = 0 a pour ensemble de solutions

{£+2k7r -2 ok keZ}
2 2

Cet ensemble peut S écrire aussi sous la forme

{1+kn ;keZ}.
2

B) EQUATION EN SINUS
L'équation sinx =sina ; oU a est un réel fixé a pour
solutions o + 2kzr €t 7 —a + 2kx ; KeZ

L’ équation sin x = 0a pour ensemble de solutions
{0+2k7r w4+ 2K keZ}

Cet ensemble peut S écrire aussi sous la forme
{kﬂ,‘ tk eZ}.

et

sne =

b
vJaz+b?
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Exemple

Pour résoudre I'équation  cos x =% on pourra écrire :
x =% + 2fn
cas.r:% e S o 1 .r:ms% Lo’ ou aveck = 2
I
x= =2+ 2%
3
L'ensemble des solutions de I'equation cos x =% est donc Jl - % + 2 % +2kn avec ke Z I ;

A) EQUATION EN TANGENTE

L’équation tan x = tana ; oU a est un réd fixé différent de %+ kz apour solutions « + 2k et
t+a+2kr  KeZ.

Cet ensemble peut s écrire aussi sous laforme {a +kz ; ke Z}.

Exercices 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26 page 67.
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