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L Continuité en un réel :

Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
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on dit que f est continue en a si:

pour tout nombre 8 > 0 il existe a > 0telquesi x €l et |x —a|l <a alors |f(x) — f(a)| <p
Exemple :

Soit la fonction f une fonction définie sur IR par f(x) = 2x + 3, montrer que fest continueena = 1

Solution :
La fonction f est continue en 1 si et seulement

si pour tout B > 0 il existe a >0telquesi x €l et |[x —1| <a alors |f(x) - f(D| <B

B est un réel donné, cherchons s'il existe un réel a tel que |f(x) — f(1)| < B

Soit |f(x) — f(1)| < B équivauta |2x + 3 — 5| < B équivaut a |2x — 2| < B équivauta 2|x — 1| < B
équivauta |x — 1| < %

On choisit alors a = % (a existe) ainsi f est continue pour a=1

Vocabulaire : Une fonction est non continue en a est dite discontinue en a.
Conséquences : Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de |
e Siontrace la courbe représentative de f sans lever le crayon en un point d’abscisse a, alors f est continue
en toutréel a de L.
e  Sila courbe possede un saut en un point d’abscisse a alors on dit que f est discontinue en a.
II.  Continuité de certaines fonctions usuelles :
Théoreme :

La fonction x —— ax + b est continue en tout réel a de IR.
La fonction x —y x* est continue en tout réel a de IR.

. 1 . ,
La fonction x — — est continue en tout réel a de IR*,
La fonction x —— +/x est continue en tout réel a de IR,.

Tout fonction polynéme est continue en tout réel a de IR.
Toute fonction rationnelle est continue en tout réel a ot elle est définie.
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Exercice :
Justifier la continuité de f en a dans chacun des cas suivants :
1) fx)=-3x3+x*—4x+5; a=1
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IIl.  Continuité de la fonction |f| :
Activité :
1) Montrer que pour tout réel cetd, on a:||c| — |d|| <|c—-d].
2) Soit fla fonction définie en a , alors |f| est continue en a.
Solution :
1)
1ére méthode :
On remarque que pour tout réels cetd ona :
c.d < |c|.|d| équivaut a 2c.d < 2|c|.|d| équivaut a —2|c|.|d| < —2c.d
équivaut a ¢* — 2|c|.|d| + d?® < ¢* — 2c.d + d* équivaut a |c|? — 2|c|.|d| + |d|* < ¢* — 2c.d + d?
équivaut a ([c|] — |d[)? < (¢ — d)? équivaut a /(Ic|] — |d])? < /(c — d)?
équivaut a ||c| - |d|| <l|c—d|
2¢me méthode :
Pour toutréelscetdona |c| =|c—d+d| <|c—d|+|d| équivauta |c| —|d| < |c—d| -(1)-
deméme |d| =|d —c+c| <|d—c|+|c| équivauta |d| —|c| <|d —c| =|c—d|
équivauta —(|d| —|c|) = —|c —d| équivauta |c|—|d| = —|c —d|
équivauta —|c —d| < |c| = |d] -(2)-
d'apres (1) et -(2)- ona —|c —d| < |c| —|d| < |c — d| équivaut a |Ic| - |d|| <|c—d|
2) f est continue en a équivaut a
pourtout B > 0 il existe @ >0telquesi x €l et |[x —al <a alors |f(x) — f(a)| < B
dapres 1) ona |If(0)] - If @] < () — f(@)] < B
alors ||[f ()| —If (@] < B
donc pour tout B > 0 il existe a > 0telquesi x €l et |x —a| < a alors ||f(x)| — |f(a)|| <pB
alors |f| est continue en a
Théoreme :

f est une fonction définie sur un intervalle ouvertl et a € I,
Si f est continue en a alors |f| est continue en a

Exercice:
Justifier la continuité de la fonction fen a
1. fix—»|x*—4| ; a=-2

x2+1
| -

; a=3
|x*—4|

2. f:x

IV.  Opérations algébriques sur les fonctions continues :
Théoréme :

Soient fet g deux fonctions définies sur un intervalle ouvertlet a € I et k € IR
» Si fetgsontcontinuesena alors f + g, f.g et k.f sont continues en a

. . . ) 1 .
» Si festcontinue enaetsi f(a) # 0 alors ;est continue en a

» Si fetgsontcontinuesenaet g(a) # 0 alors éest continue en a

Exercice:
Justifier la continuité de la fonction fen a

1. f:x—'xz—%+\/§ ; a=3

2
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2. fix—» % oa=-—2
x°+1

V.  Continuité de la fonction \/7 :
Activité 2 page 26 :
f est une fonction positive sur un intervalle ouvert I .
soit a un réel de I tel que f'soit continue en a .
1) Onsuppose que f(a) >0
a) Pourtout x €lona:

c) f estcontinueen a sietseulement si
pourtout B > 0 il existe a > 0tel quesi x €l et |x —a|l <a alors |[f(x)— f(a)| <pB

2) Onsuppose que f(a) =0
f est continue en a si et seulement si

Théoreme :
Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
Si f est continue en a alors la fonction \/7 est continue en a.
Exercice :
Etudier la continuité de fen a :

x—1
1. fix— |22, q=3
x+3
x2=2x+1
2. X > a=2
f x+1 ’
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VI.  Continuité a droite. Continuité a gauche :
Activité :
2 .
, . (i -1 six<1
Soit f la fonction définie par: f(x) = { x 1
Sla J finie par: £ =1 2% _1 six>1
1) Déterminer graphiquement I'image de 1 par f
2) Donner graphiquement une condition suffisante
sur les réels x supérieurs a 1, pour que

If(x) — f(1)] < 0.001

3) Que peut_on conjecture sur |f (x) — f(1)| lorsque x
se rapproche de 1 en restant inferieur a 1

. Calcwerf(og)f(ll)f(l)

Remarque :

Soit M (a, f(a)) un point de la courbe de f. On constate que :
Si a serapprochede 1 et a < 1alors f(a) n'est pas proche de f (1) alors N’est Pas ..........coccveesverereneeerean
Si a serapprochede 1 et a > 1alors f(a) est proche de f (1) alors f €St .......cooovoeeveeveeeiirireireee e

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel del
e Ondit que fest continue a droite en a si :
pour tout f > 0,il existe a > 0telquesi x €l et0<x—a<a alors|f(x) — f(a)| < B
e Ondit que fest continue a gauche en a si:
pour tout B > 0,il existe a >0telquesi x €l et0<a—x<a alors|f(x) — f(x))| <B

Théoreme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
f est continue en g, si fest continue a droite et a gauche en a

Exemple :
Soit la fonction f : x ——— /x + 1. Etudier la continuité a droite de f en -1
Correction :
La fonction f est continue a droite en -1 si et seulement si
pour tout f > 0,il existe a >0telquesi x €l et 0 <x—(—1) <a alors |[f(x) — f(-D| < B
B estun réel donné, cherchons s'il existe un réel a tel que |f(x) — f(-1)| < B
Equivaut a |W— 0| < B équivaut a |\/m| <p
équivauta \x + 1< f équivauta x + 1 < p? équivautax < p>—1
on choisit a« = f?> — 1 (a existe ) ainsi fest continue a droite en -1
Théoréme :

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
» Si f est continue a droite en a alors la fonction \/7 est continue a droite ena.

» Si f estcontinue a gauche en a alors la fonction ./f est continue a gauche ena.
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VII. Continuité sur un intervalle :

Définition :

Soit a et b finis ou infinis :

e Soit f une fonction définie sur la,b[ , on dit que f est continue sur |a, b|
si elle est continue en tout x € |a, b[

e Soit fune fonction définie sur la, b] , on dit que f est continue sur |a,b]
si elle est continue en tout x € |a, b[ et continue a gauche en b

e Soit fune fonction définie sur [a, b[ , on dit que f est continue sur [a,b|
si elle est continue en tout x € |a, b[ et continue a droite en a

eSoit fune fonction définie sur [a, b] , on dit que f est continue sur [a,b]
si elle est continue en tout x € |a, b[ continue a droite en a et continue d
gaucheenb

Conséquence 1 :

» Siune fonction est continue sur un intervalle I, alors elle est continue en
tout intervalle inclus dans L.

Conséquence 2 :

» Toute fonction polynéme est continue sur tout intervalle continu dans IR.

» Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle continu dans
son ensemble de définition.

Activité 2 page 29 :

Justifier les affirmations suivantes.

1. Lafonction f : x —— |x| + 1 est continue sur IR

2. Lafonction f : x ——» +/x + 1 est continue sur [0,1]

3. La fonction f : x ——» —3x + 5 est continue sur l'intervalle |—0.01 , 10]

. 3 . ”:
4. Lafonction f : x > x_+1 est continue sur l'intervalle [—1,0]

VIII. Image d’un intervalle par une fonction continue :

Activité :
lzx si x=2
soit f la fonction définie par f(x) = x2—3 si—2<x<?2

(x+2)2+x+4 si x<-2

et soit Cr sa représentation sur un repére orthonormé (0,1,])
1. Montrer graphiquement que f n’est pas continue en —2 /
2. Déterminer f([2,6]) , f(-2,2D et f(]—o,—2]) \/
5
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3. Déterminer le nombre de solution de I'équation f(x)=a, avec a un réel

Théoréme : (admis)
L’'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

IX.  Résolution d’équations de la forme f(x) = k:
Activité 3 page 31
1. a) figure
b) (E):%\/}—xz—1 =0; x; ~001, x, ~2.6
c) 0<x;<01et 26<x, <27

2. soit h:x—» %\/E—xz—l
a) Calculer h(0) et h(1)

¢) En déduire que I'équation ( E) possede au moins
une solution dans l'intervalle [0, 1]

...................................................................................

Définition :

Soient fune fonction définie sur un ensemble D et k un
réel fixé. Résoudre I'équation f(x)=k:

e consiste a déterminer tous les réels x de D qui ont
pour image k

e revient donc a déterminer I'ensemble des
antécédents de k par f.

propriété :

Graphiquement, les solutions de f{x)=k sont les abscisses de tous
les points de Cs ayant pour ordonnée k

Cr et C, sontrespectivement les courbes représentatives
de f et g dans un repére orthogonal.
Définition :

Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D.
Résoudre I'équation f(x)=g(x) consiste a déterminer tous B
les réels x de D qui ont la méme image par f et par g.

Propriété

Graphiquement, les solutions de f(x)=g(x) sont les abscisses

des points d’intersection des courbes représentatives de f et
deg.
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