Prof : Boufares Amor | Cours de géométrie dans 3°™ Maths et 3°™ sciences
I’espace exp.

1) Définition d’un vecteur de I’espace

Définition
Soit A et B deux points distincts de I’espace. On appelle vecteur de représentant (A, B) I’étre mathématique

noté AB et défini par : @ Sa direction qui est celle de la droite (AB)
® Son sens qui est de A vers B
® Sa longueur qui est la longueur du segment [AB]

Si A =B alors AB est appelé vecteur nul qui sera notéo .
» L’ensemble des vecteurs de I’espace est noté W.
Conséquences

» AB=0 < A=B
» Pour tous points distincts A, B, C et D de I’espace, AB=DC < ABCD est un parallélogramme.
D
L [ C

@ »B
» Pour tout point A et pou @I existe un unlque point M tel que u=AM

W

f !
At

I1) Addition des vecteurs de I’espace
> Soit u=ABetv=BC deux vecteurs de I’espace. On appelle somme de uetv le vecteur AC noté u+v

A C

La relation AB+ BC = AC ,valable pour tous points A B et C de I espace, est appelée la relation de Chasles.
» Pour tous vecteurs u,vet W de I’ espaceona: @ U+V=V+u (commutativité de I’addition)
® u+0=u (0 est neutre pour I’addition)
® (U+V)+W=u-+(v+Ww) (associativité de I’addition)
» Pour tout vecteur u il existe un unique vecteur v tel que u+v=0.Le vecteur v est appelé I'opposé de uet se
note - u.
» Pour tous points A et B de I’espace on a AB = -BA
[11) Multiplication d’un vecteur par un réel
Définition
Soit u=AB eta un réel. On appelle produit de u par oo le vecteur noté ou et défini par :

® Si u—Oanr3au -0
® Si u = 0alorsau=AC ol C e (AB) tel que AC = ¢ AB
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Propriétés
Pour tous vecteurs u et v de I’espace et pour tous réels a.etpp ona:

» au=0<a=00uu=0

> lu=u

> (-Du=-u

> oc(Bﬁ)z(ocB)U (pseudo associativité)

| 2 oc(ﬁ+\7)=ocﬁ+oc\7

> (0.+B)u=cU+pu

V) Colinéarité de deux vecteurs

Définition
Deux vecteurs de I’espace sont colinéaires si et seulement si % roduit de I’autre par un reel.
Conseguences

» Soit A un point de I’espace et U un vecteur no

l6s si et seulement si u et v sont colinéaires.

V) Combinaison linéaire des vecteurs

Définition 1

Un vecteur w de I’espace est une combinaison linéaire des vecteurs uetv de I’espace si et seulement s’il
existe deux réels o et 3 tels que W= ol + BT/ :

Définition 2

Trois vecteurs u,vetw de I’espace sont linéairement dépendants si et seulement si I’un est une combinaison
linéaire de deux autres.

On dit aussi que ces vecteurs sont coplanaires ou encore la famille {ﬁ, v, W} est liée.

Trois vecteurs non linéairement dépendants sont dits vecteurs linéairement indépendants.

Une famille non liée est dite famille libre.

Conseguences

» Quatre points A, B, C et D sont dits coplanaires ¢ a d appartiennent a un méme plan si et seulement si les

vecteurs AB, AC et AD sont linéairement dépendants.

» Soit A un point de I’espace et uet v deus vecteurs non colinéaires de I’espace. L’ensemble des points M de
I’espace tels que AM,u et v sont linéairement dépendants est le plan passant par le point A et de vecteurs

M‘ﬂ" P

directeurs u et v que I’on note P(A,ﬁ ,\7).
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» Deux plans P(A, u ,\7) et P’(B,H‘,V‘) sont paralleles si et seulement si les familles @,H‘,V‘} et K/ u' V‘} sont
liges.

» Deux plans P(A, u ,\7) et P’(B,H‘,V‘) sont sécants si et seulement si I’une des familles @,H‘,V‘} et K/ u' V‘}
est libre.

» Une droite D(B,W) est@&Pmﬁﬁ) si et seulerrf)ent si la famille @,Q,W}est liée.

P

» Une droite D(B,W) et un plan P(A,U ,\7) sont sécants si et seulement si la famille @,\7,@} est libre.

\D

y A
V1) Bases et repéres cartésiens de I’espace
Définition 1

Le triplet (lJE) et une base I’ensemble des vecteurs W de I’espace si et seulement si la famille {EJE} est libre.
Définition 2

Soit O un point fixe de I’espace. Le quadrilatére (OlJE) est un repere cartésien de I’espace si et seulement si
(lJE) est une base de W.
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Conséguences

» Tout point M est repéré dans I’espace par un triple unique de réels (x, y, z) cad OM = Xi + y] +2K.
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x est appelé I’abscisse de M dans le ,|, J,K).

y est appelé I’ordonnée de M dans le r

ere O,I,j,

z est appelé la cote de M dans le repere (O, i, k).

(O, i) est I’axe des abscisses.
(O, ) est I’axe des ordonnées.
(O,E) est I’axe des cotes.

» On sait qu’a tout vecteur u il existe un unique point M(x, y, z) tel queﬁ —OM alors les réels x, y et z sont

appelés les coordonnées ou encore les composantes du vecteur u dans la base (i, ], k) onnoteu| vy |.

!

X X

» Pour tous vecteurs u| y et v| y' | de I’espace et pour tout réel oo ona:

z z
X x=0
®u y =0 y=0
z z=0
X
® oca ay
oz
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X+ x'

® (ﬁ+\7 y+y'
z+7'
VI1) Déterminant de trois vecteurs
Définition
X X! XN X X! XH
On appelle déterminant des vecteurs u y V y' et w y" |dans cet ordre le réel noté det(ﬁ v, ﬁ) y y y
z 7' z" z 7/ 7'
e - - - y y X’ X" X’ X” [N [
et défini par det(u,v,w) = x|°, ,o )z, =Xy -x2Y - yxX'2" + yz X+ zXy" - zy'X
z z AR y'y

Théoréme

Trois vecteurs u,vetw de I’espace sont linéairement indépendants si et seulement si dét(ﬁ, v, W) #0.
VII11) Représentation paramétrique d’une droite de I’espace

Définition

Dans I’espace muni d’un repére cartésien (O, i, j,k ) on donne la droite D passant par le point A(Xq,Yo.2o) et

a X=Xg+aa
de vecteur directeur u| b |.L’écriture <y =y, +ab ;aeR est appelée une représentation paramétrique de la
C Z=2Zy5+ac

X:X0+O(a %&

droite D. Onécrit D :<y=y, +ab ;aeR

Z=2y5+0c

IX) Repreésentation parametrm‘@\ Ian de I’espace

Définition X\‘»y

Dans I’espace muni d’un repere cartési ), j,E) on donne le plan P passant par le point A(xo,yo,zo)et de
a a' X=Xy +oa+pa’

vecteurs directeurs u| b et v| b’ |.L’écriture y=Yo +ab+pb" ;(a,f)eR xR estappelée une représentation
c c' zZ=25+o0c+fC

X=Xy +oa+pa’
paramétrique de P. On écrit P : <y=yy +ab+pb" ;(a,f)eRxR
zZ=25+o0c+fC
X) Equation cartésienne d’un plan de I’espace
Théoreme 1 et définition
L’espace est muni d’un repére cartésien (O, Ij k ).

Un ensemble P des points M(X, y, z) de I’espace est un plan si et seulement s’il existe quatre réels a, b, c et d
avec a, b et ¢ sont non tous nuls tels que ax + by + cz + d = 0.

L’équation ax + by + cz + d = 0 est appelée équation cartésienne du plan P dans le repere cartésien (O, Ij k ).
OnécritP:ax+by+cz+d=0.

Théoréme 2

SoitP:ax+by+cz+d=0et P:a’x+b'y+c'z+d" =0 deux plans de I’espace.

P/l P'< (ab,c)et(a’,b’,c") sont proportionnels
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XI1) Produit scalaire dans I’espace
Préliminaire

- . — IR A
® On appelle angle de deux vecteurs non nuls u=ABetv=AC de I’espace I’angle géométriqgue BAC et on le

A\ A\

note (ﬁ,\?) donc 0 < (ﬁ,\?) <.

® On appelle norme d’un vecteur u=AB de I’espace la longueur AB du segment [AB] et on la noteHﬁH :

® Un vecteur u de I’espace est dit unitaire ou encore normé si et seulement si HUH =1

Définition du produit scalaire
On appelle produit scalaire de deux vecteurs uetv le réel noté u.v et est défini par :
Siu=0 ou v=0alorsuv=0

A
Siuz0etv=0alorsuv= HuHHchos(u, V)
Propriétés du produit scalaire
Comme dans le plan on a pour tous vecteurs u,@de I’espace et pour tout réel o :

—_— ——

» uv=vu

» (au)v=u(av)=a(uv) %
» u(v+w)=uv+uw
> [ovl<[ud %&
> ‘uv‘ ZHUHHVHQ u et v% olinéaires
LS =12 2 -
> (u+v) :HUH + VH +2uv
L2 =12 2 ——
> (u —v) :HUH + VH —2uv
AR VAR W S
> (u +vXu -v):Hu M
Orthogonalité de deux vecteurs de I’espace
Soit uetv deux vecteurs de I’espace.
ulvesuv =0
Vecteur normal d’un plan
On appelle vecteur normal d’un plan P tout vecteur directeur d’une droite D perpendiculaire a P.

On note ce vecteur par Np.

o
F

Conséguences

» Soit D(A, ﬁ) et D’(B,\?) deux droites de I’espace.
D1D < uv=0

» Soit D(A,U) une droite et P un plan de I’espace.
® DL P< uetNp sont colinéaires
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® D//P < UNp=0
» Soit P et Q deux plans de I’espace.
® P//Q < Np et Nq sont colinéaires

Dl I5F
"
P
L
I
Q
I
® PLQ< NpNg =0 o
= 4
- NO >
T\’fP
| ~ 5
Expression analytigue du produit scalaire R
» Une base (I, ], k) de I’ensemble des vecteurs dite orthonormée ou encore orthonormale si et
ij=ik=jk =0
seulement si H H HkH

» Un repére cartésien (O, i I,j, k) de I’ ace est dit orthonormé ou encore orthonormal si et seulement si ( j,k)
est une base orthonormée.
X X

!

» Pour tous vecteurs u| y et v| y' | de I’espace muni d’un repére orthonormé on a :

!

z z

® uv=xx'+yy'+zz' (c’est I’expression analytique du produit scalaire u. v)

® Ulve xx' +yy' +22'=0

® HGH:W/XZ +y? 422

» Pour tous points A et B de I’espace muni d’un repére orthonormé on a :
_ 2 2 2

AB = \/(XB —Xpa) +(Yg —Ya) +(zg -2a)
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Equation cartésienne d’un plan dans un repére orthonormé
a

» Soit A(xo,yo,zo) un point de I’espace et N| b [un vecteur non nul. L’ensemble des points M(X, y, z) de
C

I’espace tels que AMN =0 est un plan de vecteur normal N . Ce plan a pour équation cartésienne :
a(x—xgp)+b(y—-yg)+c(z-24)=0.
(a
» Soit P:ax +by+cz+d=0unplanalors N| b | est un vecteur normal de P.
C

Distance d’un point a une droite
Soit A un point et A une droite de 1’espace. On appelle distance de A & A et on note d(A, A) la valeur minimale
de AM lorsque M décrit la droite A ¢’est aussi la distance AH ou H est le projeté orthogonal de A sur A.

ep8te orthonormé et P : ax + by + ¢z + d = 0 un plan. On
ale de AM lorsque M décrit P c’est aussi la distance
laxg + by +czg +d|

g 'est calculée par la formule d(A, P) =
Va? +b? +c?
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