Lycée NAFTA Exercices corrigés Mme GUESMIA

Avril 2011 Géométrie analytique 2¢me Tech. Inf.

Exercice n°1.

1) Dans un repere orthonormé( O ; I; 7), construire les droites di, d,, d3 dont les équations sont:
di: y=3x+1 dyy y=-3 ds: x=2
2) On considere cing droites dont les représentations dans le méme repére
orthonormé( 0 ; I; f), figurent ci-dessous : Utilisez ce graphique pour déterminer les équations des

cing droites.

Dy | f

____________________________

3) Déterminer une équation de la droite (AB) sachant que: A (1; -2)et B (-1; 3).
4) On considere la droite D dont une équation est : y = %x + 1. Parmi les équations ci-dessous, précisez
celles qui sont des équations de la droite D.

Equation 1 Equation 2 Equation 3 Equation 4 Equation 5
2x+y+3=0| 2x—-3y+3=0 3y—2x+1=0 y—§x—1=0 x=§y—1

5) Parmi les droites suivantes, indiquer en justifiant celles qui sont paralléles et celles qui sont
perpendiculaires.

A:2x+y—1=0 Ay:x+2y+1=0 As:y=2x-3 Ay:3x+6y+2=0
6) Donner une équation de la droite D' passant par K et paralléle a Dy.
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Dig:y=5x+2 et K(-1;5).

Exercice n°2

D

Donner les coordonnées des points C et D dans le repere (O, 1, J). Puis dans le repére (O, A, B).

Exercice n°3

Le plan est muni d’un repére orthonormé( O ; I T). On considére les points A (3;4)etB (-1; 7).
1) Calculer la longueur AB.

2) Le triangle OAB est-il isocéle ? Justifier.

3) Le point A est-il sur le cercle de centre C (-1 ; -3) et de rayon 8 ?

Exercice n°4

—

Le plan est muni d’un repere orthonormé( O ; I; 7).
On considere les points A (-5; 1), B(3;6), C(-3;-2) et D (x;3) ouxestun réel.
1) Déterminer la valeur de x pour que les droites (AB) et (CD) soient paralleles.

2) Faire une figure avec la valeur de x trouvée a la question 1).

3) Expliquer pourquoi ABDC est un parallélogramme.

4) Déterminer les coordonnées du centre | du parallélogramme ABDC.
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5) Déterminer la fonction affine f dont la représentation graphique est la droite (AB).
Exercice n°5
Dans un repére orthonormé(0; T; J),ondonne A (-2;3), B(1;4) et C(4;-5).

Dans chacun des cas suivants, déterminer analytiquement les coordonnées (x ; y) du point M.

1)BM = AB 2) M milieu de [AC] 3)2AB+3CM = 0

] 1 — —_
4) ABCM est un 5)BM = 7 (BA + BC)

parallélogramme 6) M est I'image de C par Sp.

Exercice n°6

Dans un repére (O ; I; f) orthonormé, on considere les points : A (5; 6) et B (-1 ;-2).

1) Déterminer 1’équation du cercle C de diamétre [AB].

2) Vérifier que le point D (-1; 6) appartient a C et déterminer une équation de la tangente T a C au point D.
Exercice n°7

Le plan étant muni d’un repére orthonormé( 0; I; J).

1) Déterminer une équation du cercle C; de centre le point A (-2 ; 1) et de rayon 5.

2) Déterminer une équation du cercle C, de diametre [BC] avec B (-1;2) et C(3;-1).

3) Déterminer la nature de I’ensemble E; d’équation : x% + y2 +7x — 8y + 8 = 0.

4) Déterminer la nature de Pensemble E4 d’équation : x>+ y?+ 6x — 10y + 34 = 0.

Exercice n°8.

Le plan étant muni d’un repére orthonormé (O ; I; 7) ,
1) Identifier I’ensemble E d’équation : x*+y* —4x + 2y - 5 = 0.
Etudier I’intersection de E et de la droite (d) d’équation: x-2y +1=0.

2) Identifier les ensembles E; d’équation : X* + y* + 2x - 4y — 13 = 0 ; E, d’équation : X* + y*-6 X + 4y +11= 0.

Déterminer les coordonnées des points d’intersection des deux ensembles : E; et E.
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Exercice n°1
1)  *Pour construire une droite, deux points sont nécessaires. Puisqu 'un point appartient a une

droite si et seulement si ses coordonnées vérifient [’équation de cette droite, on peut se donner
une valeur pour x et calculer la valeur de y correspondante, en utilisant [’équation de la droite.
Ainsi : Pourd; :y=3x+1 onsedonne x=0 donc y=3x0+4+1=1doulepoint
A(0;1),et si x=-2 alors y=3x(—2)+1=-5d’oulepoint B(—2;-5).

*La droite d, d’équation : y = —3 est constituée de tous les points dont 'ordonnée est
égale a 3. Cette droite est donc parallele a [’axe des abscisses.

*La droite d; d’équation : x = 2 est constituée de tous les points dont [’abscisse est égale
a 2. Cette droite est donc paralléle a [’axe des ordonnées.

F

ds

2) *Ladroite Dy n’étant pas paralléle a [’axe des ordonnées, une de ses équations est
de la forme y = mx + p. On [it sur le graphique que [’ordonnée a [ ’origine vaut p = —2.
Quant au coefficient directeur, on le calcule en utilisant les points A(0 ; —2) et B(2;0), en

appliquant la formule : m =224 = 0;(_02) = 1. L’équation de Dy est ainsi : y =x — 2.
B—XA -

*La droite D, n'est pas parallele a I’axe des ordonnées, une de ses équations est de la
forme y = mx + p. On lit sur le graphique que [’ordonnée a [’origine vaut p = 2.
Quant au coefficient directeur, on le calcule en utilisant les points C (0 ; 2) et B (2 ; 0), en

appliquant la formule : m= % = % = . L’équation de D, estainsi: y=—x+2.
B—AC -

*La droite D3 n'est pas parallele a I’axe des ordonnées, une de ses équations est de la
forme y = mx + p. On [it sur le graphique que [’ordonnée a [’origine vaut p = 1.
Quant au coefficient directeur, on le calcule en utilisant les points E (0 ; 1) et F (2 ; -3), en

. - -3-1 ., ) .
appliquant la formule : m = ZF zE = ——=-2. L'équation de Dsestainsi: y=—2x+1.
F—XE -
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* La droite D, étant parallele a I’axe des abscisses, une de ses équations est de la forme :
y = p. (tous les points de cette droite ont la méme ordonnée). On lit sur le graphique que
p = 2. L’équation de Dyestainsi : 'y = 2.

*La droite Ds étant paralléle a [’axe des ordonnées, une de ses équations est de la forme
X = a. (tous les points de cette droite ont méme abscisse). On lit sur le graphique que a = 2.
L’équation de Ds estainsi  x = 2.

3) Puisque x5 # Xg, ladroite (4B) n’est pas paralléle a [’axe des ordonnées.
Une de ses équations est de la forme : y = mx + p. Pour calculer m, on utilise la formule :
m= iB_zA = 3_1(_? = —g. L équation de (AB) est donc de la forme y = —;x + p. Pour

B—XA —i=

calculer p, on utilise les coordonnées d’un des deux points de (AB) : Dans [’équation
y = —gx +p, onremplacedonc x ety par xa et ya Ainsi:

Ya :_EKA"'F' =p :J’A+Exﬂz _2"'2}{1 :l

2 2 2 2
L’équation de (AB) estdonc: y = —% x+ %
4) * 2x+y+3=0<=>y=—-2x+3 n’estpas une équation de D.

* 2x=3y4+3=0<=>-3y=-2x—3<=>y= %x + 1 est une autre équation de

la droite D.

*3y—2x+1=0<=>3y=2x—-1<=>y= %X—§ n’est pas une équation de D.
*y— %x —1=0<=>y= %x + 1 est une autre équation de la droite D.

*x = %y—l <=> §y=x+1 <=>y= § X+§ n’est pas une équation de D.

5) * Une autre équation de ladroite A;: 2x+y—1=0 est y=-—-2x+ 1.
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* Une autre equation de ladroite A,: x+2y+1=0 est y= —%x—%.

* Une équation de ladroite Az: est y=2x—3.

* Une autre équation de ladroite  A;:3x+6y+2=0 est y== —lx —§

Les droites A, et A, ayant méme coefficients directeur, elles sont paralleles. Le produit
des coefficients directeurs de A, et Az étant égal a —1, ces droites sont perpendiculaires. 1l en est
de méme pour A; et A,

6)  Une équation de la droite D' est de la forme/ y = mx + p. Puisque D' // Dy, ces
droites ont méme coefficient directeur, donc m = 5. L équation de D' est donc de la forme :

y = 5x + p. Pour déterminer p, on utilise les coordonnées du point A4, ¢ est-a-dire
Ya=Sxgtp S p=y,—5x,=5-5x(-1)=10

L’équation de D' est y = 5x+ 10.

Exercice n°2

Dans le repére orthonorme( O ; I; 7), les points C et D ont pour coordonnées : C (-4 ; -3) et
D(2;3).
Dans le repére (O, A, B), les points C et D ont pour coordonnées : C (-2 ;-1) et D (1 ; 1).
Exercice n°3

1) Oncalcule

A8 = \f(ra =1, +(a—ya) = of(-1-3 4 (7-4) = (-4 +7 = Vi6 19 =25 =5
2) Oncalcule OAet OB.

Od=f{xs =50 ) +(ra—r0) =4f(3-0F +(4-0F =14 = o r16=25=5
OB = yf(xa— ) +(ya-yo) =J(-1- 07 +(7-0)" = (1" +7* = J1+49 = ¥50

Puisque OA = OB, le triangle OAB est isocele en O.

3) Le point A sera sur le cercle de centre C (-1 ;-3) et de rayon 8 si et seulement si CA = 8.
On calcule

A=z 7o) +(pa-ve) =3 (D) +[a-(-3)] = VF+7 = 16143 = 65
Comme CA # 8, on en conclut que le point A n’est pas sur le cercle de centre C (-1 ;-3) et de
rayon 8.
Exercice n°4

1) Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont
colinéaires.

On calcule les composantes de chacun des vecteurs AB et CD:

AB (Jpoa=C92Y) 5 4B (§) 5 oD (e ¥nld) o ob(d)

Les vecteurs AB et CD  sont colinéaires si et seulement on a | ‘égalité des produits en

Croix :
8X5-5Xx+3) =0<=>x+3=8<=>x=5
Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulementsi : x =05.
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D

w.t

A

1) Si x =2, les composantes de chacun des vecteurs AB et CD sont alors:
D[ 8 ~n(x+3=8 ~n( 8
AB(S) et CD(X 5 ) ’ CD(s)'
AB =CD , ce qui prouve que le quadrilatere ABDC est un parallelogramme.

2) Lecentre | du parallélogramme ABDC est le milieu commun de ses diagonales.

Xq+x —-5+5 AtYD 1+3
4D — =0 et y= 2ol — =2.
2 2 2 2

Le centre du parallélogramme est donc le point 1 (0 ; 2).

3) Lafonction affine f dont la représentation graphique est la droite (AB) est de la forme :

< Ny . > 6—1 5
f(X) =mx+p ol met psontadéterminer.Ona y, =224 — =2,
XB—XA 3—(—5) 8

Ses coordonnées sont : x; =

Ainsi, f(x) = gx + p.
Le point B (3 ; 6) € (AB), on aura donc f (3) =6, ce qui se traduit par :

= >< 3+p=6 &p=6— E 383 La fonction affine f dont la représentation graphique est la

dr0|te (AB)estdonc: f(x) = gx + ?

Exercice n°5
Notons M (xy ; ym) les coordonnées inconnues du point M.

1) Les composantes du vecteur BM sont données, en fonction de celles du point M par

BM (347,)

Les composantes du vecteur AB ("B :"A) donc 4B (%), on aura I’égalité BM = AB si et
YB~YA 1
seulement si
{xM—1= 3 @{XM =4
Y —d=1 Ve =5
Le point M est donc M (4;5).

2) M est le milieu de [AC] si et seulement si AM = 1 AC . Les composantes du vecteur
AM ("M _XA) c’est-a-dire AM ("M +2) Les composantes du vecteur AC étant AC ("C "A) ;
YM~—YA Yyc—YA

AC (%) cellesde >AC sont ~AC () eton aural'égalité AM = ~AC si et seulement si
2 2 4 2
{xM+2:3 @{XM:I
Y —3=—4 yM:—ll
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Le point M est donc M (1; -1)
3) Les composantes du vecteur AB étant AB (;‘g jii)c est-a-dire AB () ; 2 4B (%)

De méme pour 3 CM (3"M‘12). 2AB + 3CM = 0 si et seulement si

3yy+15
3x,,—6=0 Tae = 2
— 17
3y +17=0 yM:—?

Le point M estdonc M (2 ;—1?7).

4) ABCM est un parallélogramme si et seulement si MC = AB équivaut a :

{4—XM:3 {:}{XM:I
= =1 }"M=_6.
Le point M est donc M (1 ; -6)
5) BM = % (BA + BC) si et seulement si

{xM—1=U 1(E}{J'fm,=1
Yag—A=-5 .J"M:_l_
Le point M est donc M (1;-1)

6) Si M est I'image de C par la symétrie de centre B, alors BM = CE.
Les composantes du vecteur BM sont données, en fonction de celles du point M par

BM (Ju7)

C’est-a-dire BM (;g :1), et celles de CB étant CB (’y‘g:;i)c’est-a-dire CB (7).0n

aura I'égalité BM = CB si et seulement si
X, 1= —3{:;\> X, =2
Yy —4=5 Vo =13
Le point M est donc M (-2 ; 13).

Exercice n°6
1) On calcule les coordonnées du centre | du cercle C, qui est le milieu de [AB]

(donc x; = =2 ety, =222 = 2 ainsi que le rayon du cercle, qui vaut :

2

LR ) Y CON LN (5 Y I (LI

L équation de C est donc : (X - 2)*+ (y - 2)* = 25.
2) Le point D appartient a C si et seulement si ses coordonnées vérifient ['équation de C.
Oncalcule (xp - 2)* + (yp-2)°= (- 1 - 2)*+ (6 - 2)*= (-3)*+ 4% = 25, donc D est un point de C|

Un vecteur normal & la tangente T & C au point D est le vecteur : 1D (’y‘g :"y’;‘;‘f;; 4 )

xXA+xp

Une équation cartésienne de T estdonc ax+by+c=0avec ID (729 ), donc de la forme :
-4 x + 3y + ¢ = 0. On utilise les coordonnées du point D pour calculer le coefficient ¢ :
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—Sxp+dy,te=0Sc=3x, -4y, =3x[-1)-4x6=-27

Une équation de T estdonc: -3x+4y-27=0.
Exercice n°7

1) Un point M (x ; y) appartient a C; si et seulement si AM = 5. En utilisant la formule de la

distance dans un repére orthonormé, et I’équivalence AM = 5 <=> AM*= 25, on obtient :
2 2 2 2

M(xy)eC o Jlx-x,) +(y-y,) =5 [(x+2) +(y-1) = 23|

2) On calcule les coordonnées du centre | du cercle, qui est le milieu de [BC]

(doncx; =22 = 1ety, = % = %), ainsi que le rayon du cercle, qui vaut :
1 1 1 5
~BC= (5=} + (e ) = (4] +(-3) =2

On se retrouve dans la situation de la question 1), ou on applique la formule du cours sur
[’équation d’un cercle de centre et de rayon connu :

[x—1)2+(y—%]2=i—5

3) On transforme [’équation de Ej:

. 7\°> 49 ,
x°+y +7x—8y+8=0<:><x+§) —T+(y—4) —16+8=0

<:>(x+%)2+(y—4)2 =%

On identifie E; comme étant le cercle de centre : w(—% ; 4) etderayon: \/;71 :59

4) On transforme [’équation de E, :
Py 4 6x—10y+34 =0
& (x43Y —9+{y-5)" —254+34=0
< (x+37 +(y-5"=0
(x+3)2 =0 {x=—3
) &
et(y—5)"=0
L’ensemble E, est donc réduit au seul point S de coordonnées S (-3 ; 5).
(On peut aussi voir cet ensemble comme le cercle de centre S et de rayon égal a zéro).

Cette derniere égalité n’est possible que si et seulement si {

Exercice n°8.

1) On transforme [’équation de E :

X+y —4x + 2y-5=0<=> (x—2)2 -4+ (y+1)?-1-5=0
<=> (x—2)*+(y + 1)*= 10

On identifie E comme étant le cercle de centre : @ (2 ; -1) et de rayon /10 .
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Pour étudier l'intersection du cercle E et de la droite (d) d’équation : x - 2y + 1 =0, cherchons
les couples (x ; y) solutions du systéme
X4y —dx42y-5=0 I
{ r—2y+1=0 L,
On résout ce systeme par substitution, en utilisant la ligne L, pour écrire :
x—2y+1=0<=>x=2y—1. Onremplace, dans laligneL; ,x par 2y — 1, et on obtient
une équation du second degré a une inconnue 'y :
2y — 1D +y* 4Ry — 1) +2y—5=0 <=> (2y— 1)*+y*—4QRy—1)+2y—5=0
<=> 4y°—4y+1+y*-8y+4+2y—5=0
<=> 5y* =10y =0
<=>5y(y—2)=0
Les solutions de cette équationsont: y =0 donc x=—-1 et y=2 donc x=3
Les points d’intersection de E et (d) sont les points A et B de coordonnées A (-1; 0) et B (3 ; 2).
2) On transforme [’équation de E; :
X +y*+ 2x— 4y —13 = 0<=>(x+ 1)°~1+ (y—2)>~4—-3 =0
<=> (x+ 1)*+(y—2)°’=18
On identifie E; comme étant le cercle de centre : w ;(—1; 2) etderayon v18.
On transforme ’équation de E,: x*+y*—6x+4y+11=0<=> (x — 3)2+(y + 2)2= 2.
On identifie E, comme étant le cercle de centre: w ,(3 ; —2) etde rayon /2.
Pour étudier lintersection des deux cercles E; et E,, cherchons les couples (x ; y) solutions du
systeme :
P4y +ix-4y-13=0 I
4y -bxtdy+11=0 L
En soustrayant les deux lignes, on obtient :
{ Bx—By-24=0 Ll—ﬁ.z@{ x—y—3=0 L-L
Xy —bx+dy+11=0 i 4y —Gx+dy+11=0 L
On résout ce systéeme par substitution, pour écrirex —y —3=0<=>x =y + 3.
On remplace, dans la deuxiéme ligne, x par (y + 3), et on obtient une équation du second
degré a une inconnue :
(y+3) 4y —6(y+3) +4y+11=0 <=> (y+3) 4+ y—6(y+3)+4y+11=0
<=>2y+4y+2=0<=>y+2y+1=0
<=>@Fy+1)*=0<=>y+1=0

Cette equation admet une unique solution : y = —1 donc x = 2. Les deux cercles n admettent
qu 'un seul point d’intersection : le point A (2 ;-1). lls sont tangents en ce point.
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