Résumé : Probabilités
Niveau : Bac Sciences de 'informatique
Réalisé par : Prof. Benjeddou Saber

Tableau récapitulatif sur le dénombrement:

Type du tirage : Simultané Successif sans remise Successif avec remise
Un tirage possible : Une combinaison Un arrangement Une application
L’ordre : N’intervient pas Intervient Intervient
La repétition : Sans répétition Sans répétition Possibilité de répétition
Nombre de tirages de p cP AP D
14 . 712 n n n
éléments parmi n éléments :

Vocabulaire :

v Une expérience aléatoire est une expérience qui dépend du hasard : le résultat ne peut donc
étre détermineé a priori.

v" L’univers de I’expérience aléatoire est I’ensemble des issues (ou résultats) possibles de
I’expérience. On le note Q (appelé aussi I’univers des cas possibles).

v' Un évenement est une partie de Q. L’ensemble vide est appelé événement impossible.
L’univers Q est appelé aussi évenement certain.

v" Unssingleton de Q (ou un résultat) est appelé évenement élémentaire ou éventualité.

Soit A et B deux événements.

v' L’événement AN B est I’événement "A et B". Il est réalisé si A et B sont réalisés
simultanément (au méme temps).

v' L’événement A U B est I’événement "4 ou B™. Il est réalisé si I'un au moins des deux
événements A et B est réalise.

v L’ensemble 2\ A, qu’on note A, est I’événement contraire de A. Il est réalisé si
et seulement si A n’est pas réalisé.

v A et B sont dits incompatibles s’ils ne peuvent pas se réaliser au méme temps (A N B = Q).

v' Si A c B, alors B\ A est I’ensemble des éléments de B qui n’appartiennent pas a A.

v’ Aet B sont dits contrairessiAUB =Q2¢etANB =0.0nnote A= BouB = A.

Définition : "Probabilité"

/Soit 0 un univers fini et P(Q2) I’ensemble des parties de . \
On appelle probabilité sur € toute application p de P(Q) dans [0,1] telle que :
1. p() =1
2. Pourtous AetBde P(Q)telsqueANB=0@ona:p(AUB)=p(A)+p(B).
\:> Le triplet (Q, P(£), p) s’appelle espace probabilisé fini. j
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Propriétés :

1.

ISR LI S S

\{

ﬁoit (Q, P(Q2), p) un espace probabilisé fini. A et B sont deux évenements.

La somme des probabilités de tous les évenements élémentaires de Q est
égale a 1.

La probabilitt de A est la somme des probabilités des événements
élémentaires dont la réunion est A.

0<pA <1

p(A) =1-p(A).

SiA c B,alorsp(B\ A) = p(B) —p(4) et p(4) < p(B).

p(®) = 0.

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AN B). /

Théoréme : "Probabilité uniforme™
/Soit Q = {wq, Wy, ..., wy } Un univers fini et p une probabilité sur P(Q). \

La probabilité¢ p est dite uniforme ou une équiprobabilité, lorsque tous les
évenements élémentaires ont la méme probabilité d’étre réalisés.

Danscecasona.

v Lo . _ _
\ Pour tout evénement A on a: p(A) card(Q) nombre de cas possibles /

1
card(Q)

card(A) _ nombre de cas favorables

Définition :

"Probabilité conditionnelle"

N

/Soit Q,
p(B) = 0.
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B, le réel : p(A / B) =

On la note aussi pg(A4) et on lit :"Probabilité de A sachant B"

P(Q),p) un espace probabilisé fini. A et B sont deux évenements tels que\

p(ANB)
p(B)

Vocabulaire :
v Deux évenements A et B sont dits équiprobables si p(4) = p(B).
v Deux événements A et B sont dits indépendants si la réalisation de I’un n’influe pas sur la

réalisation de I’autre. C’est a dire p(A N B) = p(A) X p(B).
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v' E étant un ensemble fini. Les parties A;, As,...,A, de E forment une partition de E
lorsqu’elles sont deux & deux disjointes et leur réunion est E.

Conséquence :

Soit (Q, P(Q2), p) un espace probabilisé fini, A et B deux événements.
v Sip(B) # 0,alorsp(AnB) =p(B)-p(A/B)
v Sip(A) #0,alorsp(AnB) =p(4)-p(B/A)

Formule des probabilités totales :

ﬁl, As,...,A, sont des évenement formant une partition de ( tels que p(4;) # 0 poum

touti € {1;2;...;n} et B étant un événement. Alors :

p(B)= > p(BNA) = p(B/A)- p(A)
i=1 i=1

En particulier si A es un événement tel que p(4) # 0 et p(A) # 0, alors :

k p(B) = p(B/A) - p(A) + p(B/A) - p(4) /

Formule de Bayes :

nl, As,...,A, sont des évenement formant une partition de ( tels que p(4;) # 0 poum
tout i € {1;2;...; n} et B étant un événement. Alors pour tout k € {1,2,...,n}ona:

p(B/Ay) - p(Ay)
Yi-1 P(B/Ay) - p(A)
En particulier si A es un événement tel que p(4) # 0 et p(A) # 0, alors :

p4)-pB/A)

p(A) -p(B/A) + p(A) -p(B / A) /
Définition : "Variables aléatoires réelles discretes"

p(4y/B) =

p(A/B) =

Une variable aléatoire réelle X définie sur un univers Q est une application de Q dans
R. Elle est dite discréte si X(Q) = {x, x5, ..., x,} o0 {xq, X5, ..., X, } €st I’ensemble des

valeurs prise par X.

Vocabulaire :

On note p(X = x;) la probabilité pour que X prenne la valeur x;.
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Définition : "Variables aléatoires réelles discretes"

Une variable aléatoire reelle X définie sur un univers Q est une application de Q dans
R. Elle est dite discréte si X(Q) = {xq, x5, ..., X} 0U {xq, x5, ..., X, } est I’ensemble des

valeurs prises par X.

Définition : "Loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle discrete"

Soit X une variable aléatoire réelle discrete définie sur un univers (.
L’ application de X(Q) = {xy, x5, ...,x,} vers [0,1] notée Py, qui a tout x; associe

p(X = x;) est appelée loi de probabilité de X.

Définition : "Fonction de répartition d’une variable aléatoire"

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un univers Q.

La fonction de répartition de X est I’application F définie sur R par : F(x) = p(X < x)

Propriétés :

G)it X une variable aléatoire réelle discrete définie sur un univers Q. \
1. SiX(Q) ={xy, x5, ..., x.},alors Y pX=x;) =1.
2. p(X>x)=1-p(X < x) pour tout réel x.
3. La fonction de répartition F de X est constante sur chacun des intervalles
1=00, 21 [ .oy i, Xiaa [ [, +o0.

k 4. Pourtousréelsaetbtelsquea<bona:p(a<X<b)=F(b)—-F(a). /

Définitions :

G)it (Q, P(Q2), p) un espace probabilisé fini et soit X une variable aléatoire réelle discr@
définie sur Q. Notons X(Q) = {xq, x5, ..., X, }.

- L’espérance mathématique de X, notée E(X), estle réel : E(X) = XL x;. p(X = x;).

- La variance de X, notée V(X), est le réel : V(X) = X1t (x; — E(X))z.p(X = x;).

{L’écart-type de X, noté o (X), est le réel : (X)) = yV(X). /
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Propriétés :

ﬁat Y sont deux variables aléatoires définies sur un univers et a est un réel. \

1. EX+a)=EX)+a.
2. E(aX) = aE(X).
E(XX+Y)=EX)+EQY).

w

V(X) = EX?) — (E)).
V(X +a) = V(X).
V(aX) = a?V(X).
oX +a) =d(X).

\ o(aX) = lala(X). /

Définition : "Schéma de Bernoulli — Loi binomiale"

/> On appelle schéma de Bernoulli, une suite d’expériences identiques te@

que :

© N o g &

- Chaque expérience ne donne lieu qu’a deux issues : I’une, notée S, appelée
succeés ; I’autre, notée, E = S, appelée échec.
- Les expériences répétées sont indépendantes les unes des autres.
» Les parameétres d’un schéma de Bernoulli sont : le nombre d’expériences n et
la probabilité p de succes d’une expérience élémentaire.

» La loi de probabilité d’une variable aléatoire X qui a chaque issue de n

expériences associe le nombre de succes s’appelle loi binomiale de parameétres

net p.

Théoreme :

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétres n et p.
1. p(X=k)=Cck.p* - (1-p)"Faveck €{0,1,2,...,n}.
2. EX)=npetV(X) =np(1-Dp).

Définition : "Variables aléatoires réelles continues"

Une variable aléatoire réelle X définie sur un univers Q est continue si X(Q) = [a, b]

ou [a, b] est un intervalle de R tel que a < b.
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Définition : "Densité de probabilité d’une variable aléatoire réelle continue™
(s S

valeurs sur un intervalle [a, b].

~

oit X une variable aléatoire réelle continue définie sur un univers Q et prenant des

On appelle densité de probabilité de X, la fonction f positive et continue sur [a, b]

/

telle que : fab f(xX)dx=1etp(x; <X <x,) = f"bf(x)dx pour tous x4, x, € [a, b].

.

Définition : "Loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle continue™

La loi de probabilité P de X est I’application qui, a tout sous intervalle [x;,x,] de

[a, b] associe le réel P([xq,x3]) = p(x; < X < x3).

Définition : "Loi uniforme"

/Soit a et b deux réels tels que a < b. \
Une variable aléatoire réelle continue X suit la loi de probabilité uniforme sur

I’intervalle [a, b] si sa densité de probabilité f est définie sur R par :

1
f©="a six € [a, b]

K 0 six¢[ab] /

Propriétés :

ﬁoit X une variable aléatoire réelle continue qui suit la loi uniforme sur I’intervalm
[a, b]. Alors :

x2—1
b-a’

2. Lafonction de répartition F de X est définie sur R par :

1L P([xy,x]) =p(x1 <X < x3) =

0 six<a

F(x) = b: sia<x<b

a
K 1 six>h J
Définition : "Loi exponentielle"

/SoitAe R3. \

Une variable aléatoire réelle continue X suit la loi exponentielle de parameétre 4 si sa

densité de probabilité f est définie sur R par :

fx) ={

0 six<0
de™ six>0 /

o
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Propriétés :

G)it X une variable aléatoire réelle continue qui suit la loi exponentielle de paramétreh
1. Pour tous réels positifsa et b telsquea < bona:

P(Ja,b) =p(a<X<b)=e 2 — e
2. Pour tout réel positifaona: p(X > a) = e™*¢

3. La fonction de répartition F de X est définie sur R par :

0 six<0

\ F(x)={1_e_,1x six>0 /
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