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Cours de mathématiques :

Chapitre : Equations différentielles

Bac 2k20 Bonne chance
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Equations difféerentielles

1°. DEFINITION

Activitt ~ Soit la fonction f :x— e ™ ; déterminer une relation entre f' et f.
Ona f(x)=e™ donc f'(x)=—-e> dou f'(x)=-Ff(x) .
ainsiona f'(x)=-f(x), onditdans ce casque f(x) estune solution d'une équation
dutype y'=ay , (a=-1) ; appelée equation différentielle .

Théoreme soit a unréel . L’ensemble des solutions de I'équation différentielle y'=ay est 'ensemble

des fonctions définies sur IR par f: x> ke**, ouk estun réel quelconque .

Exemples a/ L’ensemble des solutions de 'équation différentielle y'=3y sont les fonctions f(x) =k e**, ke IR .

b/ ** L'ensemble des solutions de I'équation différentielle 5y'+y=0 (< y'= %1 y) sont toutes

1
les fonctions définies par g(x)=4e 5 ,1elR.

** Déterminons la solution verifiant 'y (1) =2

1 1

1
ona g(x)=4e > et g(1)=2 = A=2e> etparsuite g(x)=2e 5 (Y

Théoréme soit a un réel non nul . L'équation y'=ay admet une unique solution qui prend
la valeur y, en x, définie sur IR par f x>y, e

Exemple La solution sur IR de 'équation différentielle y'=2y ettel que y(-1)=~/2 est f(x)=~/2 e2**

Corrigé activité 6 page 168

1°/ona N'(t)=-A N(t) donc N(t)=ke ™ ; kelR
orat=0,ona N(@)=N, donc ke’=N,= k=N, dou N(t)=N,e™

2°/Pour t=T,, ona N(t)=0,5N, donc 0,5N,=N,e*™ dol 0,5=¢"" =T, _In2
' S
3°/a/Ona T,,=5730 or T,, BLLERN /1=m—2:1,2.10-4
0.5
b/ Ona N(t)=0,6 N, donc N,e* =0,6N,
d'ou e*'=0,6 —t-_1n0.6 ; Soit t:—TOSM:4223 années
A “ In2
Exercice N°4 Bac 2012 Principale
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92°, EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE y'-ay+b :aclR,belR

Activité a/ Soit la fonction f : x> e?*+3.
Q : Déterminer une relation entre ' et f.
R - Ona f(x)=e®+3 donc f'(x)=-2¢ dol f'(x)=-2f(x)+6;ainsiona:
f '(x)=-2 f(x)+6,0ndit que f(x) estune solution de I'équation différentielle (E):y'=-2y+6
b/ Soit g une solutionde y'=-2y+6 et lafonction h:x+— g(x)-3.
Q : Montrer que h est une solution de y'=-2y puis en déduire g(x).
R - 0 solutionde (E) donc g'(x)=—2g(x)+6 = h'(x)=-2(h(x)+3)+6 = h'(x)=-2h(x)
~ d'ol h est une solution de I'équation différentielle y'=-2y

donc h(x)=ke?*, kelR etparsuite g(x)=ke?*+3 ,kelR
Théoreme

L'ensemble des solutions de I'équation différentielle y'=ay+b ; acIR’, belR

sont les fonctions f:|—>ke”—§ . kelR

Side plus f(x,)=Y,, Lafonction f:x~ (y, +§ ) e ) —g est I'unique solution .

Exemple Donner 'unique solution f de 'équation différentielle  (E):v2 y'—=2y=1 tel que f(0)==1

1

o . 1
E)est équivalented y'=+2y+ —— (delaforme y'=ay+b:a=+2et b=
(E) q y y 7 ( y'=ay \/5)

etona f(0)=—1,s0t x =0 et y,=—1 dod f(x):—%(1+eﬁx)

Corrigé activité 3 page 170

1°/ Onsait que i(t)=% soit i(t) =q'(t)

2°/0na U, +U, = U, = Ri(t)+%= E= Rq'(t)+éq(t)= E

1 1 E 1 E
3°/0na Rq'(t)+ —q(t)=E 't)=——=—=qt)+—= ;(delaformey'=ay+b;y=q(t),a=-———eth=—
Q()+CQ() =q'(t) RCQ()+R ( y'=ay+b;y=q(t) nC R)
L Kk
donc q(t):keRCtJrEC ouk est une constante et i(t)=q'(t)=%eRct

-1 -1

4°/0na i) :% erc et i(0)=10= —%:103 k = —10RC etpar stite i(t) =10e ¢

Exercice N°4 Bac 2017 Contrdle
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3°. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE y'+wy =0 ; welR

Activité Soit I'équation différentielle (E): y"+9y=0
Montrons que la fonction f : x> asin(3x)+bcos(3x) ;aelIR,belR estune solutionde (E).

ona f'(x)=3acos(3x)—3bsin(3x) donc f"(x)=-9asin(3x)—9bcos(3x)
dou f"(x)=-9(asin(3x)+bcos(3x)) =-9f (x)
= f"X)+9f(x)=0

ainsi f(x) est une solution de I'équation différentielle ( E ).

J /3

Si on suppose de plus que 1‘(0):73 et f'(O):g , On trouve a:% et b=73 et par suite

fixm %sin(3x)+§cos(3x) est I'unique solution de ( E ) vérifiant f(0) = 3

ol

3

et f'0)==

0) o
Théoreme

Soit w un réel non nul . L'ensemble des solutions de I'équation différentielle y"+w? y=0

sont les fonctions deéfinies sur IR par f(x)=asin(wx)+bcos(wx) . aelIR, belR

Si f(0)=x,et f'(0)=y, , Lafonction f :XH%s‘in(wax0 cos(wx)
est I'unique solution de y"+w’ y =0
Application Donner la solution f sur IR de I'équation différentielle y"+2y=0 ; y(0)=1et y(0)=~/2
Ona y"+2y=0 (delaforme y"+w?=0; w=~/2)
etona f(0)=1et f'(0)=~/2, soit x,=1 et y, =2 doll f(x)=sin(~2x) +cos(~/2x)

Corrigé exercice N°15 page 177

1°/0na (E):y"=2y', enposant z=y" alors (E) estequivalentea z'=2z
dont I'ensemble des fonctions solutions sont définiespar z=ke** , ke IR.

or z=y' donc y'=ke** , kelR dou y:gezx+/1 :kelR et 1€IR.

2°/ f solution de (E) donc f(x):gezuﬂ ;kelR et 1€IR

et comme f'(0)=1 et f(0)=2 ontrouve f(x):%ezx+§

2
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