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Equations différentielles 

 1°. Définition   

Activité     Soit la fonction : xf x e−
  ;  déterminer une relation entre 'f  et f . 

              On a ( ) xf x e−=  donc '( ) xf x e−= −   d’où  '( ) ( )f x f x= −  . 
              ainsi on a  '( ) ( )f x f x= −  ,  on dit dans ce cas que ( )f x  est une solution d’une équation  
              du type 'y a y=  , ( 1)a = −  ; appelée équation différentielle . 
Théorème  soit  a  un réel . L’ensemble des solutions de l’équation différentielle 'y a y=  est l’ensemble  

              des fonctions définies sur IR  par  : a xf x k e  ,  où k  est un réel quelconque . 

Exemples       a/ L’ensemble des solutions de l’équation différentielle  ' 3y y=  sont les fonctions 3( ) xf x k e= , k IR∈ . 

                b/ * * L’ensemble des solutions de l’équation différentielle  5 ' 0y y+ =     1( ' )
5

y y−
⇔ =     sont  toutes 

                            les fonctions définies par  
1
5g( ) ,

x
x e IRλ λ

−
= ∈ . 

                       * * Déterminons la solution vérifiant  (1) 2y =
 

                           
1 1
5 5on a g( ) et g(1) = 2 = 2

x
x e eλ λ

−
= ⇒     et par suite   

1 ( 1)
5g( ) 2

x
x e

− −
=     

Théorème   soit a  un réel non nul . L’équation 'y a y=  admet une unique solution qui prend  

               la valeur 0y  en 0x  définie sur IR par  
0( )

0: a x xf x y e −
   

Exemple    La solution sur IR de l’équation différentielle 2( 1)' 2 et tel que   ( 1) 2 est ( ) 2 xy y y f x e += − = =            
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      or à on a donc d'où

d'où
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d'où

      b/ Ona

d'où soit années
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2°. Equations  différentielles  du  type   *' ; ,y a y b a IR b IR= + ∈ ∈   

Activité   a/ Soit la fonction 2: 3xf x e− + . 
            Q : Déterminer une relation entre 'f  et f . 
            R :  On a 2( ) 3xf x e−= +   donc  2'( ) 2 xf x e−= −   d’où  '( ) 2 ( ) 6f x f x= − +  ; ainsi on a : 
            '( ) 2 ( ) 6f x f x= − + , on dit que ( )f x  est une solution de l’équation différentielle  ( ) : ' 2 6E y y= − +  
            b/ Soit g  une solution de  ' 2 6y y= − +   et  la fonction  : ( ) 3h x g x − . 
            Q :  Montrer que h  est une solution  de  ' 2y y= −  puis en déduire  ( )g x . 
            R :  g  solution de ( )E  donc g'( ) 2 ( ) 6 '( ) 2 ( ( ) 3 ) 6 '( ) 2 ( )x g x h x h x h x h x= − + ⇒ = − + + ⇒ = −  
                    d’où  h  est une solution de l’équation différentielle  ' 2y y= −  

                    donc 2( ) ,xh x k e k IR−= ∈  et par suite  2( ) 3 ,xg x k e k IR−= + ∈         
Théorème 

      L’ensemble des solutions de l’équation différentielle  
*' ; ,y a y b a IR b IR= + ∈ ∈  

      sont les fonctions  : ,a x bf k e k IR
a

− ∈         

      Si de plus 0 0( )f x y=  ,  La fonction 0( )
0: ( ) a x xb bf x y e

a a
−+ −   est l’unique solution . 

Exemple    Donner l’unique solution f  de l’équation différentielle     ( ) : 2 ' 2 1 tel que (0) 1E y y f− = = −  

                 
2
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y = + = =+

= − = = − = − +

=

soi
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est équivalente à  

et on a
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3°. Equations  différentielles  du  type   
2'' 0 ;y w y w IR+ = ∈   

Activité  Soit l’équation différentielle ( E ): '' 9 0y y+ =  

           Montrons que  la fonction : sin(3 ) cos(3 ) ; ,f x a x b x a IR b IR+ ∈ ∈   est une solution de ( E ) . 
 

on a '( ) 3 cos(3 ) 3 sin(3 ) donc    ''( ) 9 sin(3 ) 9 cos(3 ) 
d'où ''( ) 9( sin(3 ) cos(3 )) 9 ( )

''( ) 9 ( ) 0
 

f x a x b x f x a x b x
f x a x b x f x

f x f x

= − = − −
= − + = −

⇒ + =  

           ainsi ( )f x  est une solution de l’équation différentielle ( E ). 

           Si on suppose de plus que 3(0)
2

f =
 
 et  3'(0)

2
f =  , on trouve   1 3

2 2
eta b= =  et par suite 

           1 3: sin(3 ) cos(3 )
2 2

f x x x+  est l’unique solution de ( E ) vérifiant  3(0)
2

f =
 
 et  3'(0)

2
f =   

Théorème 

           Soit w  un réel non nul . L’ensemble des solutions de l’équation différentielle  2'' 0y w y+ =   

           sont  les fonctions définies sur IR  par ( ) sin( ) cos( )f x a w x b w x= +   ;  ,a IR b IR∈ ∈   

          Si 0 0(0) et '(0)f x f y= =  , La fonction 0
0: sin( ) cos( )yf x w x x w x

w
+   

           est l’unique solution de 2'' 0y w y+ =  
Application  Donner la solution  f  sur  IR de l’équation différentielle  '' 2 0 ; y(0) 1 et y'(0) 2y y+ = = =  

                 

2

0 0

0

(0) 1 '(

( de la '' 0 ; 2 )

0) 2 , 1 2 ( ) sin( 2 ) cos( 2 )

'' 2
f f x y x

w

x

w

f

y

x

y y
= = = = = +

+ = =+ =
et soit et d'où

formeOn a  
et on a
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dont l'ensemble des fonctions solutions s
Ona  en posant alors est é
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or do
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