Résumé : Nombres complexes

1. Définition et opérations sur les nombres complexes :

Théoréme et définition :

Il existe un ensemble appelé ensemble des nombres
complexes, noté C, et vérifiant les propriétés ci-dessous :
1. RcC.

2. Il existe un élément de € noté i tel que i = —1.
3. L’ensemble € est muni d’'une addition et d’'une
multiplication qui vérifient les propriétés que I'addition et la
multiplication dans IR.
4. Tout élément z de C s’écrit de fagon unique sous la
forme z=a+ib, ou a et b sont des réels.
Cette écriture est appelée écriture cartésienne (ou
algébrique) de z.
Conséquences :
Soit z=a+ib et z'=a'+ib'tels que a, b, a' et b'sont
des réels.

e z=0sa=0etb=0

e z=z'<o a=a'etb=b".

e zelRe b=Im(z)=0.

e zecilRe a=Re(z)=0.
2. Conjuqué d’un nombre complexe :
Définition :
Soitz € C tel que z=a+ib, ol a et b sont des réels.

On appelle conjugué de z le nombre complexe noté zet
définipar z=a-ib.

Propriétés :
Soient z et z' deux nombres complexes

_ i )
. z+z':z+z',zz':zz',(z”):(z) :nelN

ZE:(RG(E))Z +(Im(z))".
e ZeclRe z=2
e zciRo z=-2.

Remarque :
Soit z € C* tel que z=a+ib, ou (a, b) e IR? alors
1 z

a-ib a i b

z zz a*+b: at4b? at+b?’

3. Affixe d’un point, affixe d’un vecteur :

Définition :

Le plan‘est muni d'un repére orthonormé direct (O,u,V).
L'affixe d'un point M(a, b) est le nombre complexe

z=a+ib, notée aff (M)ou z, eton écrit z, =a+ib.

On dit aussi que le point M(a, b) est l'image de z.

—(a
L’affixe d’'un vecteur W(bj est le nombre complexe

Z=a+ib notée aff(W) et on écrit af‘f(W) =a+ib.

Remarque :
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, U, V).
Soit A et B deux points d’affixes respectives z, et zg,

alors :
. aff(ﬁ) =2Z;-2,

zZ, +Z
e I=A*B oz =2"%8

2 . i
https://sites.google.com/ site/imedmathw WwW.

Propriétés :

Pour tous vecteurs U et V et tous réels a et p,
aff(ou] + B\?) = ocaff(ﬁ) + Baff((/) .
Théoréme :

Soient U et V deux vecteurs tel que V = 0.

o aff (u)
e U et v sontcolinéaires < —
aff(v)
aff(ﬁ)
aff (v)

est réel.

e U et Vv sont orthogonaux< est imaginaire
4. Module d’'un nombre complexe :

Définition :

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u,V).
Soit z=a+ib et M(a, b)le point d'affixe z.

On appelle module de z le réel positif, noté |z|, défini par
|2 =OM=+a’ +b”.

Pour tous points A etB d’affixes respectives z, etz
AB =z, -z,|.

Propriétés :
Soit z et z' deux nombres complexes.

° |Z| =0 < 2z=0
o |Z+Z'| < |Z|+|z'| (inégalité triangulaire)

< Wzz1=[2]}2]

o (2" =|Z|n ,nelN.
. 1—1 Z—'=H siz=0
2l |2zl [

R}
- 2
. zz=
5. Argument d’un hombre complexe non nul :
Définition :
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, U, V).
Soit z un nombre complexe non nul et M son image.

On appelle argument de z et on note arg(z) toute mesure

de l'angle orienté (am)
et on écrit arg(z) = (GTW)[ZR] .

Remarque :
Soit z un nombre complexe non nul.
e zeR < arg(z)=0[n].
e zciR e arg(z)zg[n].
Propriétés :
Soit z un nombre complexe non nul et k un réel non nul.
e arg (E) = —arg(z)[2n]
o arg(-z)=n-+arg(z)[2n]
 Sik>0alors arg(kz) = arg(z)[2n]

» Sik<Oalors arg(kz) = +arg(z)[2n]

6. Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe non
nul :

Soit z € €C* tel que arg(z) = 6[2x]

alors z = |z| (cos6 +isino)
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cette écriture est appelée écriture trigopnométrique de z.
Théoréme :

Soitz € C*tel que z=a+ib, (a,b) € IR?.

a . b
arg(z)=6[2n] < cosf=— et sin6=—.

g 2
Propriétés des arguments :
Soient z et z' deux nombres complexes non nuls.

o arg(zz')=arg(z)+arg(z')[2n]

. arg(%) =-arg(z)[2n]

. arg(%j =arg(z')-arg(z)[2n]

. arg(z')=narg(z)[2r],neZ

7. Ecriture exponentielle d’un nombre complexe non
nul :

Notation : Pour tout réel 0, on note €" le nombre complexe
cosO+ising.

Ainsi pour tout réel 0, €° =cos0+isin®.

Conséquences :
e e%=1, ei5=i, e7i5=—i, e =-1.
o Pourtout® e Rettoutk e Z, €% =g

e Pourtoutd e IR, ‘eie‘ =1, e =¢e™

ot _eie _ i(6+m)

Propriétés :
Soient 6 et 0' deux réels.
i(6+0")

e

. eie .eie' —e

T _ o
L T =
e
i0'
R e_ —el®-0

i0

o (eie)n =e"™ nez

Théoréme et définition :
Tout nombre complexe non‘nul z s’écrit sous la forme

z=re" ou r=|z| et 0=arg(z)[2x].

L’écriture z=re"”, r>0est appelé écriture exponentielle
de z.

8. Angles orientés et nombres complexes :
Théoréme :

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O,u,V).
Soient A, B, C et D des points d’affixes respectives
Z,,Zg,Z et z,ettels que AB =0 et CD = 0.

. (GAE) = arg(z, -z, )[27]

. (EA@) = arg(ﬁJ[Zn]
Zg —Z,
Conséquence :

siZo"%c _p gt , r>0 alors @zr et
AB

Zg —Zp
(Kﬁ?éﬁ))ze[Zn]
9. Equation z"=a,aec C*etn>1:

Théoréme :
Pour tout entier naturel non nul n, 'équation z" = 1admet
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dans C, n solutions distinctes définies par z, =e "
ke {0,1,..., n —1} .

Les solutions de I'équation z" = 1sont appelées les racines
niémes de l'unité.

Théoréme :

Lorsque n > 3, les points images des racines niémes de
'unité sont les sommets d’un polygone régulier inscrit dans
le cercle trigonométrique.

Théoréme :

Soita e C*tel que a=[r, 8] =re" et un entiern> 1.

, avec

L’équation z" = a admet dans C, n solutions distinctes
.(9 2kn

définies par z, = e TT], k €{0, 1, n—1}

Ces solutions sont appelées les racines niemes du nombre
complexe a.
Théoréme :

Soita e C* tel que a=[r, 8] =re”.
Lorsque n > 3, les points images des racines niémes de a
sont les sommets d’un polygone régulier inscrit dans le

cercle de centre O et de rayon Q/F :
10. Equations de deqré supérieur ou éqal a 2
Recherche des racines carrées par la méthode

algebrique :
Soita = o.+iB e €C*, on pose z=X+iy avec (X, ¥) e IR%.

X2+y2= la2+B2

Z?=a o {xX’-y’=Re(a) & X’ -y’ =a
2xy =

x* +y2=q|

2xy =Im(a)
Théoréme :
Soient a, b et c des nombres complexes tel que a = 0.

L’équation az? +bz + ¢ = 0 admet dans € deux solutions
( éventuellement confondues) définies par :

-b+8 -b-8
zZ, = etz,=———.
2a 2a

Si z, et z, sont les solutions de I'équation
az’ +bz+c=0,a=0alors:
e az’+bz+c=a(z-z)(z-z,)
-b c
e z+z,=—etzz,=—
a a
Théoréme :
Soit a,, a,,..., a, des nombres complexes tels que
a,0, n>2.
Soit P(z)=a,z" +a,_ 2" +...+a,z+a,.
Si z, estun zéro de P, alors P(z)=(z-2,)Q(z), ou
Q(z) est de la forme Q(z)=a,z" " +b,_,z" 2 +...+b,
avec b,,b,,..., b, , sont des complexes.

12. Nombres complexes et trigonométries :
Théoréme :
Pour tout réel x et tout entier n,

(cosx +isin)" = cos(nx) +isin(nx).
(Formule de Moivre)

ix —ix ix e—ix
Pour tout réel x, cos X = et sinx = o
i
(Formules d’Euler).
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