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Théoreme :

(. . e . ) h
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.

— Si f est continue en a, alors les fonctions af (a € R), |f| et f™ (n € N*) sont

continues en a.
— Si f est continue en a et f(a) # 0, alors les fonctions % et fin (n € N*) sont continues

en a.

— Si f et g sont continues en a, alors les fonctions f + g et f X g sont continues en a.

f

— Si f et g sont continues en a et g(a) # 0, alors la fonction " est continue en a.

- Si f est positive sur [ et f est continue en a, alors la fonction \/7 est continue en a.

Théoréeme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre en un réel a del
et soit g une fonction définie sur I’intervalle 1.

Si g estcontinue en a et si g(x) = f(x) pour tout x # a, alors lim f(x) = g(a).
x—a

Théoreme :

s N

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf en un réel a de I et admettant
une limite finie l en a.

f(x) six+#a

Alors la fonction g définie sur I par : g(x) = { est continue en a.

L l six=a )
Limite d’'une somme :
f apour limite l l l +00 | —0 | 4+
g apour limite U 400 | —00 | 400 | —00 | —o0
f+gapourlimite | [+1' | 400 | —0 | 40 | —0 F.l

Limite d’un produit :

f apour limite I [>0|1>0|1<0|1l<0| 4o | 40 | —o0 0

fxgapourlimite | [ x ' | 400 —00 —00 +oo +o0 —o0 +00 El
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Limite d’un guotient :

f apour limite l l l 400 + o0 —0 —00 0 too
gapourlimite | I'#0 | 4o —o | I'>0(|U'<0|U'>0]|1I'<0 0 too
ga pour limite % 0 0 +00 —o0 —0 + 00 F.l F.l
fapourlimite | [>0 | [>0|1<0|[l<0]| 4o +o0 —0o0 —00
g apour limite | 07F 0~ 0t 0~ 0t 0~ ot 0~
f—]a pour limite 400 —00 —0o0 400 400 —o0 —o0 )
Limite d’une valeur absolue et d’'une racine carrée :
f apour limite l +00 —0o0
|f] a pour limite || +00 +0o0
V1f| apour limite |1 +o00 +00
Théoréme :

- La limite d’une fonction polynome a I’infini est la méme que celle de son terme de plus
haut degré.

- La limite d’une fonction rationnelle a I’infini est la méme que celle du quotient des

termes de plus haut degré.

Définition : "Branches paraboliques"

. . . ) - S N
Soit f une fonction et C; sa courbe représentative dans un repere (0,1, ).
v Si lirp f(x) = to0 et hrf’ %z too, alors la courbe Cr admet une branche
X—>+ 00 X—>4+00

parabolique au voisinage de +co de direction celle de (0, ).

v Si lim f(x) =400 et lim 1)

X—>+00 xXx—>+o0o X

=0, alors la courbe Cr admet une branche
parabolique au voisinage de +co de direction celle de (0, 7).

v Si lim f(x) =+ et lim 2
X—>—00 X

—>—00 X

= too, alors la courbe Cr admet une branche
parabolique au voisinage de —co de direction celle de (0, ).

v Si lim f(x) =400 et lim Lx)=0, alors la courbe Cr admet une branche
X—>—00 X

——00 X

parabolique au voisinage de —co de direction celle de (0, 7).
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Définition : "Asymptotes verticales ou paralléles a ['axe (0,])"

Soit £ une fonction et C; sa courbe représentative dans un repére (0,1, 7). a est un réel.

Sit lim f(x) = too ou lim f(x) = too, alors la droite A:x = a est une asymptote
xX—a xX—a

verticale (ou paralléle a I’axe (0,)) a Cy.

Définition : "Asymptotes horizontales ou paralleles a [’axe (0,7)"

4 )
Soit £ une fonction et C; sa courbe représentative dans un repére (0,7,). b est un réel.

v Si lim f(x) = b, alors la droite A: y = b est une asymptote horizontale (ou paralléle
X——00

al’axe (0,7)) a C; au voisinage de —oo.

v Si lirp f(x) = b, alors la droite A: y = b est une asymptote horizontale (ou paralléle
X—+00o

al’axe (0,7)) a C; au voisinage de +oo.
& J

Définition : "Asymptotes obliques”

e : - : - S
Soit f une fonction et C sa courbe représentative dans un repére (0,1, ).

a et b sont deux réels.

v Ladroite A:y = ax + b (a # 0) est une asymptote oblique & C; au voisinage de +oo
SSi lirp [f(x) — (ax + b)] = 0.
X—>+00
v’ Ladroite A:y = ax + b (a # 0) est une asymptote oblique a C; au voisinage de —oo

ssi lim [f(x) — (ax + b)] = 0.
N\ Xome J

Remarques :
v’ Les valeurs de a et de b se calculent a I'aide des formules suivantes :
— lim & — T _
a= xgripw et b xl_l)rinoo [f(x) — ax]

v’ Pour étudier la position relative de I’asymptote oblique A:y = ax + b et la courbe Cf, on étudie le

signe de I’expression f(x) — (ax + b).

Définition : "Direction asymptotique"

4 )
Soit f une fonction et C sa courbe représentative dans un repere (0,1, ). a est un réel.
v ' Si lim f(x) = o0, lim & _ g (a#0) et lim [f(x) —ax] = +oo alors la
X—>+ 00 x>+ X X—+00

droite A:y = ax est une direction asymptotique a C; au voisinage de +oo.

fx)

v ' Si lim f(x) = o0, lim ——=a (a#0) et lim [f(x) —ax] = +oo alors la
X—>—00 X—>—00 X—>—00

droite A: y = ax est une direction asymptotique a C; au voisinage de -co.
- J
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Définition : "Fonction composée”

s 2

Soient u et v deux fonctions definies respectivement sur deux intervalles I et J telles
queu(l) cJ.
La fonction composée de u par v, notée v o u et on lit: "v rond u, est la fonction définie

surlpar:(vou)(x) = v(u(x)).

(& J

Théoreme :

Soit u une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel x,, et v une fonction
définie sur un intervalle ouvert J contenant le réel u(x,).

Si u est continue en x, et v est continue en u(x,), alors v o u est continue en x.

Corollaire :

La composée de deux fonctions continues est une fonction continue.

Théoréeme :

e 3

Soit I et J deux intervalles ouverts, x, € I, € J et I’ un réel.
Soit u une fonction définie sur I, sauf peut-étre en x, et v une fonction définie sur J, sauf

peut-étre en L.

Si limu(x) = letlimv(x) =1, alors lim (vou)(x) =1.
L X—Xg x—-l X—>Xg )

Théoréeme :

Soit u et v deux fonctions.
Soit a, b et ¢ finis ou infinis.

Si limu(x) = b et limv(x) = c alors limv o u(x) = c.
x—-a xX—-b x—-a

Théoréeme :

4 N
Soient f, u et v trois fonctions définies sur un intervalle I sauf peut-étre en un réel x, de I.
— Siu(x) < v(x) pour tout x € I\{x,}, alors lim u(x) < lim v(x).
X=X X=X
— Si ulx)<f(x)<v(x) pour tout x€I\{x,} etlimu(x)= limv(x)=1I,
XX X=X

alors lim f(x) = L.

X—Xg

Les résultats énoncés ci-dessus restent valables lorsque 1’on considére des limites a

L I’infini, a droite en x, Ou & gauche en x,. )
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Théoréeme :

4 )
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I sauf peut-étre en un réel x, de I.

— Sig(x) < f(x) pour tout x € I'\{x,} et lim g(x) = +oo, alors lim f(x) = +oo.
X—Xg X—Xg

— Si f(x) < g(x) pour tout x € I\{x,} et lim g(x) = —oo, alors lim f(x) = —oo.
X=X xX—=Xg

Les résultats énonces ci-dessus restent valables lorsque 1’on considére des limites a I’ infini,

a droite en x, ou a gauche en x,,.
- J

Théoreme :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoreme des valeurs intermédiaires :

-

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1.
Soit a et b deux réels de I tels que a < b. f(b)
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),

I’équation f(x) = k possede au moins une  fa)

solution dans I’intervalle [a, b]. 0

En particulier, si f(a)-f(b) < 0. Alors I’équation f(x) = 0 admet au moins une
solution dans |a, b|.

\

Théoréeme :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1.
Soit a et b deux réels de I tels que a < b.

Alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) I’équation f(x) = k admet une unique

solution dans I’intervalle [a, b].

(.

Théoréeme :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Si f ne s’annule en aucun point de I alors elle garde un signe constant sur 1.

Théoreme :

4 N\
L’image d’un intervalle fermé borné [a,b] par une fonction Mp -

continue f est un intervalle fermé borné [m, M].

Le réel m est le minimum de f sur [a, b]. &{;;'_'_‘ LA
Le réel M est le maximum de f sur [a, b]. o w : ?'b
NIV,
- J
Professeur : Benjeddou Saber 5/6 Bac mathématiques — Résumé : Continuité et limites

WW . 4 S0l



Théoréeme :

-

g

Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a, b[ (b fini ou infini).

Si f est croissante et majorée alors elle possede une limite finie en b.
Si f est croissante et non majorée alors elle tend vers +oo en b.
Si f est décroissante et minorée alors elle possede une limite finie en b.

Si f est décroissante et non minorée alors elle tend vers —co en b.

Théoréeme :

L’image d’un intervalle I par une fonction continue et strictement monotone sur I est un

intervalle de méme nature.

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.

a et b sont deux réels tels que a < b.

1 Si f est strictement croissante sur I | Si f est strictement décroissante sur I

[a, b] f(la, b)) = [f(a), f(B)] fa,b]) = [f(B), f(@)]

[a, b] fa,bD = |f(@), lim ()| fa,bD = | lim f(), f(@)]

Ja, b] fa,b]) = | lim £(0), £ )] fa,b]) = [f(b), lim, £

labl | fAabD =|lim fG), lim f)| | fQabD = |lim (), lim f()|
[a,+c0] | f(la+]) = [f(a), lim ()| fla,+eD = | lim £(0),f(a)]
Ja,+oo[ | fQa+eoD) = |lim (), lim f(o)| | fQa+eoD =] lim f(x), lim, fGo]
J-o0,b] | f(=o0,b]) =] lim f(x), f(b)] fQ=0,b]) = [£(B), lim £
J—oo,b[ | f(=o0,bD =] lim f(x), lim fGO| | fl=o0,bD = |lim £, lim f(x)|

J—00, +oof | f(1=e0, +0]) = | lim f(x), lim f()| | f=o0,+0]) = | lim f(x), lim f(x)|
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