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@LES différents ensembles de nombres ‘\
— M est 'ensemble des entiers naturels. C'est 'ensemble des entiers positifs ou nuls.
— Dans N I'équation x + 1 = 0 n’a pas de solution.
Cette équation a une solution notée -1 , cette solution est un élément de Pensemble Z .
Z est I'ensemble des entiers relatifs. C'est I'ensemble des entiers positifs, négatifs ou
nuls.
Z contient M |, c’est-a-dire que M est contenu dans Z , ce que 'on note B — Z .
— Dans Z I'équation 2z = 1 n’a pas de solution.

. . . .1 . i ,
Cette équation a une solution notée —g 1 cette solution est un élément de 'ensemble
Q.
 est 'ensemble des nombres rationnels.
est 'ensemble de tous les nombres de la forme £ avec p € Z et p € Z* . Q contient
q

Z.OnadonceNCcZc Q.

— Dans @ l'équation 2> = 2 n’a pas de solutions.
Cette équation a deux solutions notées V2 et —/2 , ces solutions sont des éléments de
I'ensemble R.
B est 'ensemble des nombres réels. C'est 'ensemble des abscisses de tous les points
d'une droite.
Econtient @ . Onadonc NCZcCc QCR.

— Dans K I'équation 2= _1na pas de solutions.
Cette équation a deux solutions notées i et —i , ces solutions sont des éléments de
l'ensemble C .
C est l'ensemble des nombres complexes.
(C’est 'ensemble des nombres de la forme a + bi aveca e R et b e B

\¢ CcontientR.Onadonc NCZCcQcRcCC. S

LB Définitions
I.LB.1 Forme algébrique

'y ™

> Définition 1:
Il existe un ensemble noté C, appelé ensemble des nombres complexes qui posséde

les propriétés suivantes :

— C contient I'ensemble des nombres réels.

— L’addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres complexes
et les régles de calcul restent les mémes.

— Il existe un nombre complexe noté i tel que = =il

— Tout nombre complexe 2 s'écrit de maniére unique 2 = x + iy avec T et y réels.
L’écriture 2 = x+ iy avec x et y réels est appelée forme algébrique du nombre complexe
2.
T est la partie réelle de 2, notée Re(z), y est la partie imaginaire de 2 notée I'm(z).

.

Remarque : » = o + iy avec x et y réels :
Siy = 0, le nombre complexe est réel.
Si x =0, le nombre complexe est dit imaginaire pur.
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Cela signifie qu'un nombre complexe s'écrit de maniére unique sous forme algébrique.

I.B.2 Représentation graphique

(0:%.7) est un repére orthonormal direct du plan.

1. A tout nombre complexe 2 = x + iy avec (O;7') est appelé axe des imaginaires
x et y réel, on associe le point M purs.

de coordonnées (z:y). On dit que M est A
le point image de z
—

et que OM est le vecteur mmage de 2.

2. Tout point M(z;y) est le point image
d'un seul complexe » = r + iv.
On dit que 2z est 'affixe du point M et du
vecteur OM.

I
|
|
|
|
I
|
3. Le plan est alors appelé plan complexe. il !
T

¥

4. L'axe des abscisses (O; W ) est appelé axe 0
des réels, 'axe des ordonnées

&)

I.C Opérations sur les nombres complexes

I.C.1 Addition et multiplication

[ Définition 2:

Soit 2 =x +iyet 2 =" +iy (x, v, 2’ et y réels).

La somme de z et de 2" est le complexe z + 2’ = (x + 2') +i(y + ).

Le produit de 2 et de 2 est 2.2" = (z2’ — yy) +i(zy’ + 2'y).

En effet 2.2' = (z + iy)(z' +iy') = 22’ + izy +iz'y + Pyy’ = z2’ — g +i(zy’ + 2'y).

Remarque : Les identités remarquables sont valables dans C. On a alors pour tous z et z’
complexes,

22422 =22

— 227 = (2 — i) (2 + i2)).

Remarque : Soient M d’affixe 2 et M’ d’affixe 2’ des points du plan complexe.
2 + 2" est I'affixe du point P tel que OM PM’ est un parallélogramme.
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A
P(z+2")
M o
+ ,’I M (z)
T/
ol >

Remarque : Si A est un réel, Paffixe de vecteur AU est Az oil 2 est affixe de .

dem : On a OG = %M(am + ﬁ@} et le résultat en découle en passant aux affixes.

I.C.2 Inverse d'un nombre complexe non nul

En effer, on remarque que pour tour nombre complexe non nul 2 = = + iy, (z + iy)(z —iy) =
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22— 2P =2+t
T —1y T — iy

T iy (x + iy)(x — iy) T2y

On a alors — =
z

I.C.3 Nombre conjugué

Définition 3:

Soit 2 un nombre complexe, 2 = x + iy.
Le nombre conjugué de 2z, noté z, est le nombre complexe z — iy,

Dans le plan complexe, le point M’ d’affixe 7 1
est I'image du point M d’affixe 2
M(z)
y ______________
I
|
I
|
|
T |
T |
. ! .
o~NT * | "
|
|
|
|
|
|
|
|
T
M'(x)
par la symétrie par rapport a l'axe des abs-
cisses.

A1

dem : On pose 2 = = + iy, avec T et y Téels :
1. Si 2 est réel, alors y = 0, done 2 = 7.
Siz =z, alors o +iy = x — iy, donc 2iy = 0 et on en déduit que y = 0 ce qui signifie que

z est réel,
2. Si z est imaginaire pur, alors x = 0, donc z = —=2.
Stz = —zZ, alors @ + iy = —x + iy, donc 2xr = 0 et & = 0. z est donc bien un imaginaire
pur.
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I.D Argument d’'un nombre complexe non nul

p
Y Définition 5:

2 est un nombre complexe non nul d'image M, 2 = 2 + iy (z et y réels). Une mesure de
Targument de 2 est un nombre réel noté arg(2) et défini par arg(z) = (U ; (W')

4

Démonstration : On pourra écrire les formes trigonométriques de z et 2’ pour démontrer certaines
de ces propriétés. (voir exercice fait en cours, et exercice ROC)

ILE Forme exponentielle d’'un nombre complexe non nul
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r—‘(i:’- PROPOSITION 6:

1 e =1

2. arg(e’®) =4

3. eiﬂew = eﬂm')

n "-_j _ Lil6-8")
]

5 ¢f — g

I.LF Résolution dans C d'équations du second degré a coefficients réels

A

Démonstration : La forme canonique du trindme az? + bz + ¢ (a, b et ¢ réels, a £ 0) est

Si A = 0, on retrouve les résultats vis en premiére,
St A< 0, alors —A = 0. On pose § = —A. On peut écrire § = (\/'3}2

Onaalors: a2 +bz+c=a [(”%)QJF (2_\/:)2] - [(H%)Q_ig (g)gl

a,z2+bz+c=a(z+i—iﬁ) (z+£+iﬁ).

2a 2a 2a 2a
Les solutions de I'équation sont donc —i + iﬁ = —i + i— —4 et
2a 2a 2a 2a
_i_gﬁ__i+i” —4
2¢ 22 2a 2a
I.G Interprétation géométrique
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11 est en effet évident que le module d'un quotient est égal au quotient des modules et jc—a| = AC

et |b—al = AB.
De méme, I'argument d'un quotient est égal i la différence des arguments et on peut remarquer
que :
arg(c —a) — arg(b — a) = (7; AC) — (W; AB)
done o
arg(z—2) = (W:AC) + (AB: W)
d’ont

arg(z—=) = (4B AC)

ILH Nombres complexes et transformations

I.H.1 Ecriture complexe d'une translation

=
dem : ¢ est la translation de vecteur W ; M’ = t(M) équivaut & MM' =W, c’est adire 2’ —2 = b
ol z et 2’ sont les affixes respectives de M et M’

I.LH.2 Ecriture complexe d'une rotation
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R est la rotation de centre et d’angle de mesure 8; M’ = R(M) équivaut a (QM; QM’) = 0
et QM = QM.

— -
On note 2 et 2’ les affixes respectives de M et M, I'affixe de QM est 2" — w, celle de QM est
(z —w). ]
Done M’ = R(M) équivaut a 2’ —w = (2 — w).

I.LH.3 Ecriture complexe d'une homothétie

1

-
h est 'homothétie de centre (2 et de rapport k; M’ = h(M) équivant a QM' = KOM.

On note 2 et 2" les affixes respectives de M et M', 'affixe de QM est 2’ — w, celle de EOQM est
k(z —w). Done M’ = h(M) équivaut a 2" — w = k(2 — w).
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