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I. Primitive d’une fonction continue :

Activité : Soit f la fonction définie sur IR par :
f(x) =3x2+4x - 1.
a. Déterminer, si elle existe, une fonction F
définie et dérivable sur IR et vérifiant F>=f.
b. F est-elle unique ? Justifier.
c. Déterminer la solution F vérifiant : F(0) = 1.

. N . . ~[* F estdérivable sur I
Une fonction F est une primitive d’une fonction f sur unintervalle | signifie

*Vvxel, F'(x)=f(x)

Activité : Soit f la fonction définie sur
=1-2;7 [ par f(x) = tg’x
a) Déterminer une primitive F de f sur 1.

b) SOIt G Ia fOI’ICtIOI’I déflnle SUI‘ I par G(X) — F(X) + k , Ol:l ....................................................................
k est une constante réelle.

Vérifier que G est une primitive de f sur |.
c) Pour quelle valeur de k a-t-on G(0) =0 ?

Théoréme : Si une fonction f admet une primitive F sur un

intervalle | alors :

« Toute autre fonction G définie sur | par G(x) = F(x) + k
(k est un réel ) est aussi une primitive de f sur I.

« Pourtous x, €l et y, €IR, il existe une_unigue primitive
G de f sur | vérifiant : G(x,) = yo.

Conséquence :

Soit f une fonction continue sur un intervalle | ; si
F et G sont deux primitives de f sur l alors F - G
est une fonction constante sur I.

Exercice : Soit f la fonction définie sur IR
par : f(x) = x2 + 1 + cos (x)
Donner la primitive F de f tel que F(0) = -2

Théoréeme © Toute fonction continue sur un intervalle I admet au moins une primitive F sur 1.
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I1. Primitives des Fonctions usuelles

& Dans le tableau ci-dessous f designe une primitive de f sur ! 'intervalle 1
f(x) Intervalle | F(x)

a

X

ax+b

X" ne Z*\{—1}

X' re Q\Z
1

Sl

Cos(x)

Sin(x)

Cos(ax+hb)

Sin(ax+b)

1+tan®x = —
cos“x

1+cotan®x = —
sin“x

Remarqgue :
L'hypothése 1 est un intervalle (ou sur un intervalle [a ; b]) est fondamentale. En effet, soit les fonctions F et G

G(x):%

+1si x>0
définies sur IR*par  F(X) == et

G(x) =

1—1si x<0
X

Sur chacun des intervalles]-co ; O] et ]0 ; + oo F et G ont la méme fonction dérivée :

-1
F'(x)=G'(x)= " mais il n'existe pas de constante K telle que, pour tout x de IR*, on ait G(x) = F(x) + K.
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I111. Opérations sur les primitives :

« fetgsont deux fonctions dérivables sur un intervalle |

fonction Condition Primitive

Exemples

f’+g7

frg+fg

f'.g—f.gr

fo.£"
ne N*

f./f

fl

i

(f’og).g’

frfm ne T\{-1}

f'.fT,neE Q\Z

frAf ne NT\{1}

1" Exexrcice:

Soit la fonction f définie par f(x) = et
1. Montrer que F est strictement décroissante sur ]1,+ oo[

2. En déduire le signe de F(x) .
3. Soit G la fonction définie sur ]0,% [ par G(x) = F(—)

sinx

a. Montrer que G est dérivable sur ]0,% [ et calculer G’(x)

T

b. En déduire que pour tout x ona G(X) = x — "

c. Calculer F(2)
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2Exercice:
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =

> Cf la courbe de f dans un repére orthonormé
X“—4x+5

1. Montrer que x = 2 est un axe de symétrie de C f
2. Soit F la primitive de f sur IR qui s’annule en 2 et T sa courbe
On pose G(x) = F(x) + F(4-x) b A
a. Montrer que G est dérivable sur IR et calculer G’(x) AnwN Y
b. En déduire que G(x) = 0 pour tout x
c. Montrer que 1(2,0) est un centre de symétrie de I' -
3. Soit la fonction H définie sur ]— ;> [ par H(x) = F(2+tgx) e
a. Montrer que H est dérivable sur ]— ;> [ et calculer H’(x) g

b. En déduire que H(x) = x puis calculer F(1).
S Exercice :

Soit f(x) = — ; X€ [0; +o0]
1. / Prouver I’existence et ’unicité d’une primitive F de f qui s’annule en 0
2./ Soit G = F[tan(X)] ; x € [o;g[

a. Montrer que G est dérivable sur [0; %[ et calculer G’(x)

b. En déduire que V xe [0; g [,onaG(x)=x

c. Calculer F(?).
3./0n pose pour tout Xxe€ R, .H(x) = F(ﬁ) +F(=2)

xX+2
a. Montrer que H est dérivable sur R, et déterminer H’(x).
b. En déduire que F( %)+ F( %) - g

d-Exexrcice:

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =

0.
1. / Démontrer que la fonction x> —F(—x) est une primitive de f sur IR. En déduire que F est impaire.

i1 et F 'unique primitive de f sur IR qui vérifie la condition F(0) =

2./ Soit g la fonction définie sur I’intervalle O ; +oo[ par : g(X) = F(— %]
a. Démontrer que g est une primitive de la fonction f sur I’intervalle ]0 ; + oo[.
b. En déduire que, pour tout réel x strictement positif : F(x) = 2F(1) — F[%) et
que la fonction F admet une limite finie L en + oo.
3. /0n désigne par h la fonction définie sur I’intervalle }—%%[ par h(x) = F(tan x).

a. Déterminer la fonction dérivée de h.

b. En déduire que, pour tout réel x, h(x) = x.

c. Calculer F(1) et en déduire la valeur de L.
S "Exerxrcice :

Soit la fonction f : x - 3sin x—2sin® x
1./ Trouver deux réels a et b tels que la fonction : x — acosx +bcos® x soit une primitive de f
sur I’intervalle [0, 7t].
2./ En écrivant sin® = (1 — cos2x) sin x retrouver une primitive de f sur 10, x[.
6 ""Exercice :

. - e ) i _ 3x24+4
Soit f la fonction définie sur IR\ {-2 ; 2} par : f(x) = W
X —
1. /Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x distinct de — 2 et de 2 : f(x) = a_, b

(x=2)  (x+2)f
2. /En déduire une primitive de fsur]-2 ; 2[.
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