CH 1 — Analyse :

4eme Maths

I. Rappels

Suites réelles

Septembre 2009
A. LAATAOUI

I =[ny,+o0| désigne un intervallede N ; (n, e N) ;c’estadire I={neN/n>n}.

Suite arithmétique de raison r

Suite géométrique de raison q

*U=(U,)
seulement si : il existe un réel fixe r tel que :
Vnel,U,, =U, +r

.., €st une suite arithmetique si et

* U=(U,), ¢tant une suite arithmétique de
raison r, alors :
V(n,m)el*’; ona:U, =U, +(n—m)r
Sim=0,alors:Vnel; U, =U, +nr
Sim=1,alors: Vnel; U, =U +(n-1)-r
Sim=2,alors: Vnel; U =U,+(n-2)-r

*Soit §=U,+U,,, +...... +U,.

S est la somme de n termes consécutifs de la suite
arithmétique U ; (n =k-p+1)

s =%(Up +Uk):§[2Up +(k=p)r]

p+l

Nombre de termes de S

S = (lér terme de S + dernier terme de S)
2
Exemples :
+1
S=U, +U, + .t U, = ”2 (U, +U,)
+1
= n2 (2U0 +nr)

S=U +U, + .t U, =§(Ul +U,)

- g(zu1 +(n-1)-r)

* a,bet c sont trois termes consécutifs d'une suite
arithmétique < 2b=a+c

n

* ) = (V )nE , est une suite géométrique si et seulement

si : il existe un réel fixe q tel que :
Vnel; VA =gxV,

* ) = (V )nE , €tant une suite géométrique de raison

q#0,alors :
V(n,m)el’;ona:V, =V, xq"™
Sim=0,alors: Vnel; V, =V, xq"
Sim=1,alors: Vnel; V, =V, xq""

Sim=2,alors: Vnel, V, =V, xq""
*Soit S=V, +V,, +...... +V,
S est la somme de n termes consécutifs de la suite
géométrique V ; (n=k-p+1)
Sig=1,alors S=n-V,

Sig=#1,alors: S:Vp[l_q ]
I-q
Exemples :
lércas:q=1.

1_ n
S=V 4V, + . +V:VI[1 q]

* a,bet ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite

géométrique <> b* =ac

geR;n e N
400 sig >1
Isig=1
* lim ¢" =
pori 1 Osiqe]—l,l[

n'existe pas sig < —1
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Propriétés

U=(U,),_, une suite réelle définie sur 1 =[n,,+oo[

° U est majorée sur I, si et seulement si, il existe un réel fixe M tel que : Vnel, u, <M.
Le réel M est un majorant de la suite U.

° U est minorée sur I, si et seulement si, il existe un réel fixe mtelque : Vael, u, >2m.
Le réel m est un minorant de la suite U.

o Une suite qui est a la fois majorée et minorée est dite bornée.

o U est dite positive lorsque : Vnel, u, 20.

. U est croissante < V(n,p)elxI, (n>p:>un Zup) & Vnel,u,, >u,.

. U est strictement croissante < V(n,p)elxI, (n >p=u,> up) < Vnel,u,, >u,.

. U est décroissante < V(n,p)elxI, (n >p=u, Sup) < Vnel,u,, <u,.

. U est strictement décroissante < V(n,p)eIx1,(n>p=u, <u, ) < Vnel, u,, <u,.

. U est constante < V(n,p)elxI,u,=u, < Vnel, u, =u,

< ilexisteunréel A telque Vnel, u =A.

Convergence des suites réelles

U=(U,),_, une suite réelle définie sur 1 =[n,,+oo] .

lim u#, peut exister comme peut ne pas I’étre, lorsqu’elle existe, elle est soit un nombre réel ¢, soit +oo, soit

n—+0

_w .
J Lorsqu’une suite réelle admet une limite alors elle est unique.
J limu, =/ eR < U est convergente vers /.
n—>+0
< lim |u,—(]=0.
n—>+0
lim u, n'existe pas
n—>+0
o U est divergente < <ou
lim u, = o0
n—>+0
u, <v pourtoutn> p
J Si <et alors lim v, existe et vaut +w.
n—>+0
lim u, = +o0
n—+oo
u, <v pourtoutn> p
J Si <et alors lim u, existe et vaut —oo.
n—>+0
lim v, =-o0
n—+oo
u,|<v, pourtoutn> p
J Si <et alors lim u, existe et vaut 0.
n—+0
limv =0
no+o

Exercices : 5, 7, 8, 9, 10, 12 pages 47 et 48.
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I1. Autres propriétés :

e Soit U =(U,) _, une suite réelle et  fini ou infini.

limu, =a

n—>+o0
limu, =a<<et
n—+0

lim u

n—+0

Exercices : 2. 4 page 47.

=da

2n+1

¢ Toute suite convergente est bornée.
En effet : supposons que limu, =¢ < Ve >0,3n, €N tel que pour toutn>n,, ona [u, —¢|<¢

n—>+0

Pour ¢ =1,0na:sin>n, alors {—1<u, </+1

¢ Toute suite croissante et majorée est convergente.
¢ Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Remarques :

Si une suite est croissante et non majorée alors elle tend vers +oo.
Si une suite est décroissante et non minorée alors elle tend vers —oo.

Exercice :

1 1 1
Soit (U . définie par: u_ = +
( n)"EN P " n+l n+2 2n
Montrer que U est croissante. En déduire qu’elle est convergente.
Exercice 11 page 48.

e Si limu, =/ alors lim

n—>+o n—+0o

u,|= |¢|. (la réciproque est fausse).

e Si limu, =+ alors lim

n—+o0 n—>+w

u,|= +oo. (la réciproque est fausse).

(un ) converge vers /
e Si 1(v,) converge vers /' alors /< /0",

N o .
u, <v_apartir dun certain rang

v, <u <w apartir d'un certain rang

lim v =/

®Si<"” alors U est convergente et limu, =/.
lim w, =/ nore

n—+ow

/eR

2 T
Exemple : u =—cos| n— | .
n 4

Exercice 16, 17, 21 et 22 pages 48. 49 et 50.
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e Image d’une suite par une fonction :

Théoreme : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (u, ) une suite de points de L.

limu, =a
" alors lim f(u )="/.
lim f(x)=/¢ n—>+°°f( ")

* Si (u,) est une suite qui converge vers unréel ¢ etsiu,, = f(u,) ou f estune fonction continue
en ¢ alors f(¢)="¢.

Exercice :
=2

Soit U la suite définie sur N par N+u -
un+1 = -
2

1. Montrer que : Vne N, u, >1.

2. Etudier la monotonie de U.
3. En déduire qu’elle est convergente et calculer sa limite.

Exercices 18 et 23 pages 49 et 50.

e Suites adjacentes :

Définition

On dit que deux suites (u, ) et ( v, ) sont adjacentes lorsque :
u, < vy, (uy, ) est une suite croissante , ( v, ) est une suite décroissante et " _I;rr_; oo (Va-uy ) =0

Remarque

La condition « pour tout n, u, < v, » est inutile dans les hypothéeses. Elle découle des trois autres.
En effet :

Démontrons que pour tout n € IN, v, > u, .

Soit un entier n quelconque.

La suite ( u, ) est croissante et la suite ( v, ) est décroissante, pour tout p > n, on a donc :

V<V, et u,>u, ,donc-u, <-u,

Ainsi pourtoutp>n, v,-u, <v,-u,

On en déduit que pgn_g (Vo =ty ) S vy - uy

Orpi;rgw(vp—up)zo, donc 0<v, -u,

Ainsi pourtoutn € IN , v,>u,

Propriété

Si(u, ) et (v,) sont deux suites adjacentes, alors elles sont convergentes et elles ont la méme
limite /.

De pl ‘u < </r< <
e plus pour tout n un_unH_Z_vnH_vn
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Preuve :

La suite ( u, ) est croissante, pour tout entier #, on a donc u, > uy . On en déduit que pour tout entier n,
Vi 2 Uy = U
La suite ( v, ) est donc décroissante et minorée par uy. On en déduit que ( v, ) est une suite convergente.

La suite ( v, ) est décroissante, pour tout entier 7, on a donc v, < vy . On en déduit que pour tout entier n,

U, <v, <
La suite ( u, ) est donc croissante et majorée par vo. On en déduit que ( u, ) est une suite convergente.

Posons L=n_1;rr_;oo u, et L'Zn_l;rr_;oovn
On a alors n_l;rr_;oo(v,,—u,,)ZL'-L

Or , lim  (va-u, )=0 . Onendeduitque L=L'

Les suites ( u, ) et ( v, ) sont donc convergentes et elles ont la méme limite.

Activité 1 page 43

e : 1 1 1.
(indication : vérifier que pour toutk >2, — <——— 7 puis montrer que pour tout n,

k> k-1

u,|<2).
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