Limites et Continuité

I. Rappels et compléments:
1) Limite en I’infini :

a) Limite infinie:
Définition :

Soit f une fonction définie sur I =[a; +o[. Dire que la limite de fen + o est + o signifie
que pour tout A >0, il existe un réel B > 0 tel que : flx) > A dés que x> B et xel.

b) Limite finie:

Définition:

Soit f une fonction définie sur I =[a; +oo[. Dire que la limite de fen + o est [ signifie
que pour tout réel € >0, il existe un réel B> 0 tel que : |f(x) - l| < ¢ dés que x> B et xel.

Note : Lorsque x tend vers +o, la courbe de la fonction f se rapproche de plus en plus
de la droite D d'équation y = .
On dit alors que D est une asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +oo.

c¢) Sans limite !

Toutes les fonctions n'admettent pas nécessairement une limite lorsque x tend vers +oo.
C'est par exemple le cas avec les fonctions sinus et cosinus :

BRI R PN Lorsque x s'en va vers +o, sinus et cosinus
| N 7T~ n'ont aucune limite finie ou infinie...

2) Limite en un point:
Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant a. Dire que la limite de f
en a est +oo signifie que pour tout A > 0, il existe un réel o> 0 tel que : fx) > A dés que

|x—a|<a et xel.

Note : Lorsque x tend a, la courbe de la fonction f se rapproche de plus en plus de la
droite D d'équation x = a.
On dit alors que D est une asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de a.

Nous avons exclusivement évoqué des fonctions qui tendent vers + o a l'approche d'un

point. Mais il existe aussi des fonctions qui ont pour limite —co. C'est a peu prés pareil.
3) Limite a gauche et limite a droite:

Définition :

Soit fune fonction définie sur I = [a;a+r[, r>0 (respectivement Ja-r; a]).

Dire que la limite de f a droite (respectivement) en a est +o signifie que pour tout
A>0, il existe un réel a >0 tel que : flx) >A dés que 0 < x-a < a (respectivement 0 < a-
x<a)etxel.



http://tanopah.jo.free.fr/ADS/bloc2/#asymptote
http://tanopah.jo.free.fr/seconde/Fsinus.html
http://tanopah.jo.free.fr/seconde/Fcosinus.html

Définition:

Soit fune fonction définie sur I = [a;a+r[, r>0 (respectivement Ja-r; a]).
Dire que la limite de f a droite (respectivement a gauche) en a est [ signifie que pour
tout £> 0, il existe un réel o> 0 tel que : |f(x) - l| <e désque 0<x-a<a

(respectivement 0 < a-x < o) et xel.

Remarque:

| On définit de méme le cas ot f tend vers —c.

Théoréme :

lim f — [ siet seulement si lim f — lim f — { (I finie ou infinie).

a at a

4) Limites des fonctions usuelles :

Fonction | Ensemble de définition | Limite en -co | Limite en O | Limite en +o
X ]—o0; o0 o0 0 4o
X ]—o0; +oo[ —0 0 +o0
1
lim —=-w
1 x—>0" X
- ]-0;0[ U ]O; +oo 0 0
X 1
lim —=+ow
x—>0" X
sin(x) . L 0 o
cos(x) J=o0s +oof N'existe pas 1 N'existe pas

5) Opérations sur limites des fonctions:

a) Limite d’une somme :

Limite de f | Limite de g | Limitedef + g
1 I I1+1
1 + o0 + ©
1 — © — ©
+ o + +
— OO0 — 00 — OO0
+ oo — Indéterminée

b) Limite d'un produit.


http://tanopah.jo.free.fr/seconde/Finverse.html#comportement

Limite de | Limite de Limite de f . g
f g
1 I Ix1'
140 . o (avec la R.S)
0 0 w (avec la R.S) R.S =régle de signe
0 * Indéterminée

c¢) Limite d'un quotient.

Par rapport a multiplication, la division ajoute le fait qu'on ne peut pas diviser par O.

Limi};e de Limi{;ce de Limite de f/ g
1 I'#0 :
Ik
1 o0 0

- I o (avec la R.S)

o o0 Indéterminée

1 0 w (avec la R.S)

- 0 « (avec la R.S)

0 0 Indéterminée

1) Limite d’un polynome ou rationnelle :_
Théoreme :

e La limite d’'une fonction polynéme a l‘infini est la méme que celle de son
terme de pus haut degré.

e La limite d’'une fonction rationnelle a I'infini est la méme que celle du
quotient des termes de plus haut degré.

Théoréme :

Soit £, g, et h trois fonctions

On suppose que pour x assez grand, on a : g(x) < flx) < h(x)

Alors si les fonctions g et A ont la méme limite L. en I'infini, la fonction f a I'infini est
aussi égale a L

Théoréme :

* Toute fonction polynéme est continue en tout réel.
* Toute fonction rationnelle est continue en tout réel de son ensemble de définition.
* Les fonctions x — cos (ax+b) et x —» sin (ax+b) sont continues en tout réel.




Théoréme :

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel de 1.
* Si f est continue en a alors les fonctions« f (¢ € R), et f* (ne N') sont continues en a.

1 N )
* Sif est continue en a et f (a) = 0 alors les fonctionsT, f* (n eZ -) sont continues en a.

*

Sifet g sont continues en a alors f+g et f x g sont continues en a.

*

. . f .
Sifet g sont continues en a et g (a) # 0 alors — est continue en a.
g

Si f est positive sur I et f est continue en a, alors la fonction \ﬁ est continue en a.

*

Théoréme :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut étre en un réel a de I.
S’il existe une fonction g définie sur I’intervalle I et continue en a telle que g(x) = f (x) pour x = a,
alors lim f(x) = g(a).

Théoréme :

Soit I un intervalle ouvert et a un réel de I et f une fonction définie sur I\{a} .

Si la fonction f admet une limite finie ¢ lorsque x tend vers a, on dit que f est prolongeable

., . f(x) six el/{a} .
’ par continuité en a et la fonction g : x — est continue en a.

/ six=a

La fonction g est appelée le prolongement par continuité de f en a.

Théoreme :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et sauf peut étre en un réel a de I.
lim f(x) = ¢ sietseulement si lim f(x) = lim fx)=1v¢.

Soit a un réel.
- Soit f une fonction définie sur un intervalle de type]a-h, a] (hy 0).

f est continue a gauche en a, si et seulement si, lim f(x) = f (a).

Xx—>a

- Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a,a+h[ (h) 0).

f est continue a droite en a, si et seulement si, lim f(x) =f (a).

x—a’

- Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
f est continue en a, si et seulement si, f est continue a gauche et a droite en a.

Définitions:

e Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I.
On dit que f est continue sur I si elle est continue en tout réel de I.

e Soit f une fonction définie sur un intervalle[a,b].
On dit que f est continue sur [a,b] si elle est continue sur]a,b[, a droite en a et a gauche

en b.
e De méme on définie la continuité de f sur es intervalles suivants :

[a,b[,]a,b],[a,+x[et ]-=,a].




II. Branches infinies:

Définitions (Rappels)

* Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf en un réel a de I et Cssa
courbe représentative dans un repere.
Si la limite de f, a droite en a (respectivement a gauche en a), est infinie, on dit que la
droite d’équation x=a est une asymptote verticale a la courbe C;, a droite en a
respectivement a gauche en a).
* Soit f une fonction et C; sa courbe représentative dans un repere.
- Lorsque lim f(x)=L, LeR (respectivement lim f(x)=L), on dit que la droite

X—> +00 X—>—0

d’équation y=L est une asymptote horizontale a la courbe C; au voisinage de +o
(respectivement au voisinage de _ ).
- Lorsque lim (f(x)—(ax+b))=0, acR et be R (respectivement lim f(x) — (ax+b))=0), on

X—> +0 X—>—o0

dit que la droite d’équation y=ax+b est une asymptote oblique a la courbe C¢ au
voisinage de+x (respectivement au voisinage de _o ).
Théorémes (Rappels et compléments)

Soit f une fonction et C¢sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,T,T).
Lorsque la limite de f(x) quand x tend vers +o est infinie, pour déterminer la nature de la branche
infinie de Cs au voisinage de +o , on peut procéder de la maniére suivante : on cherche

. (¥
lim

X—> +00 X

et

o Si lim X

X— +o© X

de (O, ) au voisinage de +o .
o f(x)
e Si lim

X— +oo X
au voisinage de +o .
f(x)

e Silim —a (aeR*) alors on cherche lim (f(x) — ax) et :

X—> 400 X X—> 00

est infinie alors C; admet une branche parabolique de direction celle

= 0 alors Cradmet une branche parabolique de direction celle de (O, T)

— Si lim (f(x) —ax) = b (beR) alors la droite d’équation y = ax+b est une asymptote

X—> +o©

oblique a la courbe Crau voisinage de +« .

— Si (f(x) —ax) est infinie alors la droite d’équation y = ax est une direction asymptote
a la courbe Crau voisinage de +« (on dit aussi que Cfadmet une branche parabolique
de direction celle de la droite d’équation y = ax au voisinage de + )

On peut procéder de la méme facon pour la recherche de la nature de la branche parabolique
de direction celle de la droite d’équation y =ax au voisinage de —« lorsque la limite de f(x)
quand x tend vers —« est infinie.

III. Continuité et limite d’une fonction composée :

1) Composée de deux fonctions:
Définition:
Soit u une fonction définie sur un ensemble I et V une fonction définie sur un intervalle J
tel que u (I) est inclus dans J.
La fonction notée vo u, définie sur I par vo u(x) = v (u(x)) est appelée fonction composée
de u et v.




2) Continuité d’une fonction composée :
Théoreme :
Soit u une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a.
Soit v une fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant le réel u (a).
Si u est continue en a et v continue en u (a) alors la fonction vo u est continue en a.

3) Limite d'une fonction composée :

Théoréme :

Théoréme : Soit f et g deux fonctions. a, Li et L. trois réels éventuellement égaux a +/— o
lim Alx) = L
X — a

Sii L
g 50 = 1L

alors lim g(flx)) = I
X > a

IV. Limite et ordre:
Théoréme :
Soit I un intervalle ouvert, a un réel de I, f, u et v trois fonctions définies sur I ou I/{a} .

e Siu (x) <v(x) pour tout x de I/ {a} et si u et v ont des limites finies en a alors lim u<

lim v.

a

e Siu(x)< f(x)<v(x) pour tout x de I/ {a} et si lim u=lim v= ¢ alors lim f= ¢ .

a
Ces résultats restent encore valables lorsque 1’on considere des limites a l'infini, a
droite en a ou a gauche en a.

Théoreme :
Soit I un intervalle ouvert, a un réel de I, f et u deux fonctions définies sur I ou I/{a} .

1) Sif(x) >u(x) pour tout x de I/ {a} et si lim u= +w alors lim f= +o .

a

2) Sif(x)< u(x) pour tout x de I/ {a} et si lim u= - alors lim f= .

Ces résultats restent encore valables lorsque 1'on considere des limites a l'infini, a
droite en a ou a gauche en a.
V. Image d’un intervalle par une fonction continue :
Théoréme : (Rappel)
‘ L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
Théoréeme (admis) :

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé [a,b](a(b), il existe au moins deux
réels o et g [a,b] tels que f([a,b]) = [f(a), f(B)]
f (o ) est la valeur minimale de f sur[a,b].

f (p) est la valeur maximale de f sur|[a,b].

On dit que f atteint ses bornes en a et g .

Théoréme : (Rappel : Théoréme des valeurs intermédiaires)
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I.
Soit a et b deux réels de I tels que a{ b.

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) I’équation f(x) = k posséde au moins une solution
dans l'intervalle[a,b].




Conséquence :

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé [a,b] (a{ b).
Sil’'on af(a), f(b) ¢ 0 alors I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans I'intervalle

Ja.b[ .

Théoréme :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Si la fonction f ne s’annule en aucun point de I alors elle garde un signe constant sur I.
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