CHS —Algebre : Suites numériques

Décembre 2009
A. LAATAOUI

2¢me Sciences

I. Présentation des suites numériques :

Définition d’une suite :

Une suite (uy,) est une fonction définie sur 'ensemble N qui a tout entier naturel n associe un et un seul
réel noté uy,.
Autrement écrit :
(up) : N — R
n —>  u,=1u(n)

Remarque : I'image de l'entier n est notée u, au lieu de u(n).

A retenir : On dit que u, est le terme de rang n ou le terme d’ordre n ou le terme d’indice n de la suite.
u, est aussi appelé le terme général de la suite (uy).

Avec quoi peut-on définir une suite ?
Il y a deux manieres de définir une suite :

Par une formule explicite comme une fonction.

Par exemple, on peut parler de la suite (u,) définie pour tout entier n par : U, = LH
n
Pour calculer usa, il suffit juste de remplacer n par 34. C'est comme pour les fonctions.
Cette suite est en fait un raccourci de la fonction f(x) = ( j_c 0
x+1).

En effet, pour tout entier n, u, = f(n).

Exercice n° 01

On considere la suite (Up)p>3 définie par up = e
n-—4

Calculer ugz ; ug ; us ; uyQQ-
Exprimer up,+] —up en fonction de n, et montrer que up+] —uy <0 pour tout n> 3.

Exercice n° 02

1+n’

Soit la suite définie sur N par u =
n

a) Calculer u,, u, et u,.
b) Calculer en fonctionden: u,,, ; u,, et u,, .

3
c¢) Montrer que n’ (u, —u, )=—.
4

Par une formule de récurrence.

C'est-a-dire qu'un terme est défini par rapport au précédent.
Par exemple, on peut considérer la suite (u,) définie par :
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un premier terme...

Pour tout entier n, U g = 4-7 =u,

Pour calculer usg, il faut auparavant calculer uy, u, ...., U3z et usz. C'est-a-dire tous les termes qui le
précedent...
Un vrai travail de calculatrice ou d'ordinateur !

C'est pour cela que le plus souvent, on essaie de trouver une formule explicite. Sauf que parfois il n'y en a
pas...

Il existe certainement d'autres fagcons de définir des suites mais elles ne sont quasiment pas employées au
lycée. C'est pour cela que nous nous bornerons a ces deux manieres.

Exercice n° 03

On considere la suite (Wp)ne|N définie par wg=—2 et wp4q = % Wp — 3. Calculer wq ; wo ; w3

etwyg .

Exercice n° 04

Calculer les cinq premiers termes de chacune des suites suivantes :

n 2 U0=0
a)Uy,=1n?,nelN; b) U, =-2", neIN*;¢c) U, = 3,n24;d)
n_

U, =2U, +n—-1,

U,=0

e){ '
U, =3U,+(-1)" pournz0

Exercices 1, 2 et 3 page 18.

II. Suites arithmétiques :

Définition d'une suite arithmétique.
Dire que la suite (u,) est arithmétique de raison r signifie que pour tout entier naturel n, U} =u, +r

Ainsi, si (u,) est une suite est arithmétique alors :

Lo Lz Lin-1 Lin

Uz Lin+1

\ W 4
+r

Par exemple, lasuite 2;5;8;11;14 ... est la suite arithmétique de ler terme 2 et de raison 3.
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Remarque :

pour démontrer qu'une suite est arithmétique, il suffit de prouver que la différence entre deux termes
consécutifs est constante. C'est-a-dire qu'il suffit de montrer que pour tout entier n,

Unt] - Uy = constante =r

Exercice n° 05

1) Prouver que la suite(u ), _,, dontle terme général est u_ =n est une suite arithmétique.
2) Prouver que la suite (u, ), définie par u, = 2n—3 est une suite arithmétique de raison 2.

V, =1
3) Prouver que la suite (Vn) définie sur N par : {VO " est arithmétique et calculer sa raison .
=3+ "

n+l

4) Montrer que la suite (u, ), dontle terme général est u, =5n+10 est une suite arithmétique

Exercice 4 page 18.

Propriété :
Si (u,) est une suite arithmétique de raison r alors pour tout entier n, u, =up +n x r
De méme, si n et p sont deux entiers naturels quelconques alors: Un = Up + (N = p) X F

Ces formules permettent de calculer n'importe quel terme d'une suite arithmétique ou bien encore sa
raison.

Exercice n° 06

(up)neIN désigne une suite arithmétique de raison r.
e Sachant que r=2 et ug = 30, calculer ug et ug .
e Sachant que ug =35 et up =15, calculerret ug.

e Sachant que uj =2m et uz = 4’ , calculer uy .

Représentation graphique :
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,;,;‘) .

Soit (u,) la suite arithmétique de premier terme k:
u, =1 etderaisonr=2. :
a) Placer les points 4, (0,u,), 4, (Lu,) et 4,(2,u,). ¥
b) Vérifier que les points 4,, 4 et 4, sontsurune = ° < 4 v o= T = d

méme droite D, que I’on précisera.
¢) Montrer que, pour tout entier n, le point A4, (n,u, )

appartient a D.

Somme des n premiers entiers :

Si le premier terme est u(), la somme des n premiers termes est

k=n-1
S=ugtuptup+--tuyg= Z Uk
k=0
k=n
Si le premier terme est u , la somme des n premiers termes est S=u, +u, tu, +---+tu = kZ ug
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Attention la somme S=ug+uj+uy+---+u, estunesomme de (n+ 1) termes.

Théoréme :

Sin est un entier naturel non nul alors :

fx(n+1)
2

Up + Up

Sp=1+2+....+n-1+n-=

Up +Upsatootig g+ =(n—p+1)x

nombre de termes x 1 terme + dernier terme

ou plus généralement : S = -

Par exemple, la somme des 100 premiers entiers est ¢gale a :

100 x (100 + 1)
14+2+....+100 5 = =5050

Exercice n° 07

(up) désigne une suite arithmétique de raisonr, Sp=ug+tuj+---+u,.
e Sachant quer =35 et ug=1, calculer ug et Sq.
e Sachant que uz =35 et Sq =15, calculer r et uy.

I11. Suites géométriques :

Définition d'une suite géométrique.
Dire que la suite (u,) est geométrique de raison ¢ signifie que pour tout entier naturel n,
Upt1 = Up X g

Ainsi, si (u,) est une suite est géométrique alors :

= q

s
- 2 _,_r"""

o
{5

Lg LI L= n-1 Un Un+d

Par exemple, la suite 3 ;6 ; 12 ;24 ; 48... est la suite géométrique de ler terme 3 et de raison 2

Propriété :
Si (u,) est une suite géométrique de raison ¢ alors pour tout entier n, u, = ug X ¢"
De méme, si n et p sont deux entiers naturels quelconques alors u, =u, x ¢"°

Ces formules permettent de calculer n'importe quel terme d'une suite géométrique ou bien encore sa
raison.
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Exemple :

(up) est une suite géométrique de raison g =-3 et telle que uy; = 24 . Déterminer u,;.

Nous pourrions passer par le premier terme de la suite ug. Mais ce n'est pas nécessaire.

On peut écrire que :

Uiz =uy X g7 =24 x (-3)° =24 x 729 = 17496

Déterminer la raison ¢ et le premier terme vy de la suite géométrique (v,) sachant que v4 =7 et v; = 56.
Commengons par la raison g. On peut écrire que :

vi=vaxqt don 56=T7x¢qg’ dou ¢ =8 doi q=2

Car un seul nombre a pour cube 8 : il s'agit de 2.

Pour ce qui est du premier terme vy, on peut écrire que :

-

V4=Vo><q4 d'ott T=vox2" doi 5 Vo=

Exercice n°08

(Up)neIN désigne une suite géométrique de raison q.
e Sachant que up =35 et u3 =7, calculer u, .
e Trouver toutes les suites géométriques telles que ug=1 et up =1.

Le truc en plus :
pour démontrer qu'une suite est géométrique, il suffit de prouver que le quotient de deux termes
consécutifs est constant. C'est-a-dire qu'il suffit de montrer que pour tout entier n,

Un+1
Un

= constante

Exercice n°09

Pour chacun des cas suivants, la suite est — elle géométrique ? si oui, préciser son premier terme et sa
raison.

a) Pour tout ne IN,u, = el .

3n
b)  Pourtout ne IN v, =5x2"".

u, =1
©) .

pour toutn e IN ,u, =2u, ,+1
d)  Pourtout neIN,u, =3""x2™".

Somme des n+1 premiéres puissances d'un nombre réel.

Théoréme :

Sin est un entier naturel non nul et si ¢ est un réel différent de 1 alors :
n+l

S,=Up +U; +...+U, =U0><11—_‘L

nombre de termes

l1-q

Et dans le cas général : S, = 1 terme x
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Par exemple, la somme des 11 premiéres puissances de 2 est égale a :
11

1 2 0 _1-=

1+2+4+ ... +1024=1+2"+2+ ,, ., + 2 = - = 2047

Exercice n°10

(up) désigne une suite géométrique de raisonq, Sp=ugt+up+---+uy.
e Sachant que up=3 et q=-75, calculer uz et S3.

e Sachant que up=1 et q=2, calculer Sg3

Exercice n°11
On considere la suite (uy) définie par up=28 et upr] =2uy—3 pourtoutndeIN.

1. Soit (vp) la suite définie pour tout n de IN par v, =u,—a ; aétant un réel fixé.
Exprimer vp+] en fonction de vy, et de a.
Déterminer une valeur de a pour laquelle la suite (vy) est géométrique.
2. Soit (vp) la suite définie pour tout n de IN par vy =uy,—3.
Exprimer vy, en fonction de n . En déduire une expression de uy, en fonction de n.
3. Soit n un entier. Exprimer en fonction de n la somme Sp=ugp+uj +...+uy|
Vérifier pour n =5 en calculant uq, up, uz et uy.

Exercice n°12

Soit(un) une suite géométrique de premier terme u, =3 et de deuxiéme terme u, =12.
1. Montrer que la raison de cette suite est 4.

2. Calculer u, en fonction de n.
3. Soit S=u, +u; +..c.c..... +u,.

a) Calculer S en fonction de n.
b) Déterminer I’entier n pour que S soit égale 63.
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