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Chapitre 15 Géométrie Analytique

| — Activités dans un repére cartésien du plan

1 - Rappel

Y

/(y _I)" ' 'X ' l ' ')<

Soit (0,7,)) un repére cartésien du plan
(,]) est une base du plan

Le point M du plan est repéré dans le plan par ses coordonnées x (abscisse) et y (ordonnée) et est
noté M(x,y)

Le vecteur OM est repéré dans le plan par ses coordonnées : OM (;) ouOM = xi+yj
- — r_
Le vecteur MN est repéré dans le plan par ses coordonnées : MN = (;,_;) ou

MN = (x' —x)T+ @' —y)]

2 — Coordonnées du barycentre

Le plan est muni d’un repére cartésien (0,1,])

» Soient A(x,y),B(x',y") deux points du plan et | leur milieu on a I(%,%

» Soient A(x,y),B(x',y") deux points du plan et @ et 8 deux réels tels que @ + 8 # 0. le
ax+px’ ay+ﬁy’)
a+B ' a+p
o Soient A(x,y),B(x',y"),C(x",y'") trois points du plan et a, 8 et y trois réels tels que
a+ f +y # 0.le barycentre G des points (4,; a), (B, B)et (C,y) a pour coordonnées
(ax+[fx’+yxn ’ ay+ﬁy’+yyu)
a+p+y a+p+y

barycentre G des points (4,; a)et (B, ) a pour coordonnées G (
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Démonstration :

*  Soit G(xg,y,) le barycentre des points (4,; @), (B, B)et (C,y) alorsona: aGA + ,BE’) +
Vel — n X—X XI—X, XI—Xx _ (0 .
yGC = 0donca (y—yg) +B (y'—yg) ty (y"—yg) - (0) sott

X _ ax+Bx’+yx"’
ax+px"+yx" —(a+B+y)xg=0 ) 0= " a4p+y , .
{ay + By, + yyn _ (a + B + y)yo =0 on obtient Yo = ay+ﬁyl+yyll ou
a+f+y

(ax+ﬁx’+yxu ay+ﬁy’+yyu)
at+f+y ' a+B+y

Exemple :
Soient les points A(2,1),B(—2, ;), C(—1,0)

1) Déterminer les coordonnées du point | milieu du segment [AB]

2+(=2) _
. 5
Ona 1% ~ ; s soit donc I(O’Z)
2 2 4

2) Déterminer les coordonnées du point G'barycentre des points (4,3); (B, —=2) et (C, %)

3x2+(—2)x(—2)+§x(—1) B 6+(—4)+(—%) B

3 =1

3+(—2)+l =
Ona { . 2 soit donc G(1,0)
3X1+(=2)X5+5%0 _ 3+(=3)+0 _ 0
— =

k 3+(—2)+% - 5

Il — Equation cartésienne d’une droite

Le plan est muni d’un repére cartésien (0,1,])

* Toute droite admet une équation cartésienne de laforme ax + by +c = 0,0ua,b et c
trois réels avec (a, b) # (0,0)
e Soit M (xg,¥p) un point du plan ; M est un point de la droite D d’équationax + by + c =0
Si et seulement si ses coordonnées vérifient I'équation c.a.d.onaaxy + by, +c =0

Démonstration :

. ,
y BOGY)
M(Xy)
¢ ACY
/[1
®y 7
! 1
/ 7 X X%
AB (;2:;1)’ donc AB = (X2 —x)T+ (V2 — y1)J
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AM (;:;i), doncAM = (x — x)T+ (y — y1)]

M € (AB) donc AM et AB sont colinéaire donc

(x=x1) (x2—x1) —0
O—-y1) O2—y1)

équivaut (x —x)(y2 —y1) — (2 —x)( —y1) =0

équivaut (¥, —y1)x + (x1 — x2)y + [(x2 — x)y1 — (V2 = ¥1)x1] = 0

soitalors enposant (y, —y;) =a; (xg —xz) =bet [(xz —x)y; — (2 —y1)x1] =¢

on obtient ax + by 4+ ¢ = 0 I'équation de la droite (AB)

Exemples :

1)

2)

Le plan muni d’un repére (0,1,]); Soit la droite (D) d’équation 2x — 3y + 5 =0

Montrer que M(—1,1) € (D) et que N(0,2) ¢ (D)
M(—1,1):ona2x(-1)—3%x1+5=-2-3+5=0doncM € (D)
N(0,2):ona2x0—-3x2+5=0—-6+5=—-1+0doncN ¢ (D)

Le plan muni d’un repére (0,1,]); Soit les points A(2, —1)et B(3,2) déterminer une équation
cartésienne de la droite (AB)

-2) 1
+1) 3
3(x —2) —1(y + 1) = 0 équivaut 3x —y — 7 = 0 I'équation de (AB)

Soit M(x,y) € (AB),donc AMet AB sont colinéaires alors '8} = 0 équivaut

Il — Vecteur directeur — Droites paralléles

1

— Vecteur directeur

Soit A un point du plan et 1 un vecteur non nul
L’ensemble des points M du plan tels que les vecteurs AM et U soient colinéaires est une droite
appelée la droite passant par A et de vecteur directeur U

Le plan est muni d’un repére cartésien (0,1,])

Soit D une droite et A, B deux points distincts de cette droite
Le vecteur AB est un vecteur directeur de la droite D
Soit D la droite d’équationax + by + c =0

Le vecteur Ti(_ab) est un vecteur directeur de D

A

AB
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Remarque : Soit D une droite de vecteur directeur i .
Tout vecteur non nul colinéaire a U est aussi un vecteur directeur de D.

Démonstrations :

e Aet B deux points de D donc la droite (AB) et D confondus donc paralleles donc de méme

direction donc 4B est un vecteur directeur de D

* Soient A(xq,y;)et B(x,,V,) deux points de D donc leurs coordonnées vérifient I’équation de
Dcad. axy+by;+c=0 (1) et ax,+by,+c=0 (2)
Donc (2) — (1):a(xz —x1) + b(y —y1) =0
aAp [ x2—x .
AB (yz-yi) est un vecteur directeur de D
il et AB sont colinéaires en effet :
_ab ;z:;c,i =—b(y, —y1) —alx; —x1) = —[a(x; — x1) + b(y, — ¥1)] = 0 donc ﬂ(_ab)

est un vecteur directeur de D

Exemples :
Le plan est muni d’un repére cartésien (0,1,]) .

on considére la droite D d’équation x + 3y + 2 = 0.

1) Déterminer un vecteur directeur de la droite D.

Soit A et B deux points de D donc leurs coordonnées vérifient I’équation de D, il suffit donc de choisir
I'abscisse x et de déterminer I'ordonnée .

A:x=o,o+3y+2=050ity=—§ soitA(o,—g)
B:x=1,14+3y+2=0soity=-1 soitB(1,—-1)

donc on obtient un vecteur directeur de D qui est AB (_11)
3

2) Vérifier que 17(_13) est un vecteur directeur de D.
-3 1

. P -5 delr, o
On doit avoir u et AB colinéaires or 1 1

=—3x(-3)-1x1=1-1+0donciiet A
sont colinéaires, donc 17(_13) est un vecteur directeur de D

2 — Condition analytique de parallélisme de deux droites

Le plan est muni d’un repére cartésien (0,1,])

e Soient D et D’ deux droites de vecteurs (D)

9
. e = T3 u
directeurs respectifsu et u' .

(D et D’ sont paralléles) si et seulement si
S . )
(U et u’ sont colinéaires).

e Soient D et D’ deux droites d’équations

respectives ax + by +c=0eta’'x+b'y +

=

¢’ = 0 DetD’ sont paralléles si et seulement
siab’'—a'b=0
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Démonstrations :

* D de vecteur directeur i, soient A et B deux points de D donc U et AB sont colinéaires, de

méme D’ de vecteur directeur u’, soient A’ et B’ deux points de D’ donc u’ et A'B’ sont

colinéaires
On a D//D’ alors (AB) // (N'B’) et donc AB et A'B’ sont colinéaires d’ou 7 et U sont
colinéaires

Réciproquement D de vecteur directeur i et D’ de vecteur directeur u’ tel que 1 et u’' sont
colinéaires, il existe deux points A et B de D tel que i et AB sont colinéaires et deux points A’

et B’ de D’ tel que u et A'B’ sont colinéaires donc AB et A'B' sont colinéaires alors
(AB) // (A’B’) et on tire que D // D’.

e D:ax+by+c =0 (1), devecteur directeur Ti(_ab) etD’:a’'x+b'y+c"' =0 (2),de
vecteur directeur ?(_alj')
D // D’ donc Ti(_ab) et ;')(_ali') sont colinéaires donc |_ab :Z',| =0cad.ab'—ab=0
Réciproquement soient deux droites D : ax + by + ¢ = 0 (1), de vecteur directeur Ti(_ab) et
D':a'x+b'y+c =0 (2),devecteur directeur ?(_alj')
Onaab' — a'b = 0 équivaut |_ab :l;',| = 0 donc Ti(_ab) et ;'(_ali') sont colinéaires alors

D//D

Exemples :

Le plan est muni d’un repére cartésien (0, 1,]) . Déterminer la position des droites D et D’
D:6x—2y+4=0 etD:-9x+3y—2=0
D:6x—2y+4=0donca=6,b=—2etc=4donc Ti(é) est un vecteur directeur de D
D:—9x+3y—2=0 donc ?(:3) est un vecteur directeur de D

|2 :g| =2%X(-9)—-6x%x(-=3)==18+18=0 donc Ti(é) et ?(:g) sont colinéaires alors
D//D.

IV — Vecteur normal a une droite — Droites perpendiculaires

1 - Vecteur normal

On appelle vecteur normal a une droite tout vecteur non nul orthogonal a un vecteur
directeur de cette droite.
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Le plan est muni d’un repére orthonormé (O.Zf)

Soit A un point du plan et 77 un vecteur non nul. L’ensemble des points M du plan tels que les
vecteurs AM et 7 soient orthogonaux est une droite passant par A

Soit D une droite d’équation ax + by +c =0

Le vecteur ﬁ(g) est un vecteur normal a D

Démonstration :

A un point du plan, 71 # 6, soit C un point du plan tel que AC =17 , M étant un point variable
du plan tel que AM et 7 soient orthogonaux donc AM et AC orthogonaux alors le (AM) et
(AC) sont perpendiculaires et donc I'’ensemble des points M est une droite qui passe par A et
tel que 71 soit un vecteur normal a cette droite

Réciproquement, Soit N un vecteur non nul colinéaire a 7, M étant un point variable du plan
tel que AM et N soient orthogonaux donc AM et 7 donc M est un point d’une droite qui
passe par A et tel que N soit orthogonal a cette droite.

SoitD:ax +by+c=0 et Ti(_ab) un vecteur directeur de D et 7 (Z) un vecteur

orthogonal a Ti(_ab) donc —ba + aff = 0 donc en particulierpoura =aetfS =b

ona:—ba+ ab =0 donc Fi(g) est un vecteur normal a D.

Exemples :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, 1, 7)

1)

2)

Déterminer un vecteur normal a la droite D: 5x + 4y = 0

Ona:a=5; b=4 et ¢c =0 donclevecteur normal a D est ﬁ(i)

Déterminer une équation cartésienne de la droite D passant par A(3,2) et de vecteur ﬁ(é)
normala D

ﬁ((l)) donc a =1et b = 0, soit I'équation x + ¢ = 0 et comme A € D alors on tire que
c=-3doncD:x—3=0

2 - Droites perpendiculaires

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, 7, J)

Soient D et D’deux droites de vecteurs directeurs U et u’

D LD sietseulementsizi L
Soient D et D’ deux droites d’équations respectives, ax + by + ¢ = 0eta’'x + b’y +c' =0
D L D’ si et seulementsiaa’ +bb" =0
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©)
(&)

3\1/

Démonstrations :

Soient D droite du plan de vecteur directeur 1 et D’ une deuxiéme droite du plan de vecteur
directeur Z’ tel que D et D’ soient orthogonales, soit A le point d’intersection de D et D’ et M
un point de D et N un point de D’ donc AM et AN sont orthogonaux et on a AM et i sont
colinéaires et de méme AN et 1’ sont colinéaires donc % et u’ sont orthogonaux.
Réciproquement soient deux droites D et D’ de vecteurs directeurs respectifs i et ? et tel
que U et ? sont orthogonaux, alors soient A et B deux points de D et P et Q deux points de D’

alors AB est un vecteur directeur de D et Wj un vecteur directeur de D’ donc 4B et ﬁj sont
orthogonaux alors (AB) et (PQ) sont perpendiculaires donc D et D’ sont perpendiculaires.

D:ax + by + c = 0 ,soit Ti(_ab) un vecteur directeur de D
D’:a'x+b'y+c =0,soit ;’(_ab,') un vecteur directeur de D’

i et U sont orthogonaux donc (—b)(—b') + aa’ = 0 soitaa’ + bb' =0

Exemples :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o,1,7)

1)

2)

Montrer que D : 6x — 5y + 3vV2=0etD :x+ 6y — 2 = 0 sont perpendiculaires
D:6x—5y+3V2=00naa=6eth=-5

D:x+6y—2=00naa" =leth'=6

Or aa’'+bb'=6%x1+(—5)x6 =6—30=—24 + 0doncD et D’ ne sont pas
perpendiculaires.

Déterminer une équation cartésienne de la droite D’ passant par

A(0,2) et perpendiculaireaD:4x —y+3=0

D’ L D donc 71 un vecteur normal a D est un vecteur directeur de D’alors ?1(_41) donc
a=—1eth = —4onobtient —x — 4y + ¢ = 0 et comme A(0,2) € D' on obtient
0—4x2+c=0soitc=8douD':—x—4y+8=0

V — Equation réduite — Coefficient directeur

1 - Equation réduite — Coefficient directeur
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e —; : )
plan est muni d’un repére orthonormé (o, 7, ) L mme
e Toute droite D non paralléle a I'axe (0, ) admet m
une équation du type y = mx + p. appelée = -
I’équation réduite de la droite D. m est appelé le
coefficient directeur de la droite D. p est 1
I'ordonné a I'origine. G -
Onatan(a) = |m| |

* Soit D la droite d’équation réduite y = mx + p.
Le vecteur Ti(;l) est un vecteur directeur de D.
Le vecteur ﬁ(inl) est un vecteur normal a D.
» Soient D et D’ deux droites d’équations réduites respectivesy = mx + pety = m'x + p’
D // D’ si et seulementsim = m’
D L D’sietseulementsimm’ = —1

Démonstration :

e Le vecteur (_ab) est le vecteur directeur de la droite D deux cas sont possibles :
. S s . b
1-Si b # 0 on considére |'équation souvent sous la forme y = - X —2 =mx+p

m et p étant deux réels données I'ensemble des points M (x, y) tels que y = mx + p est une
droite non paralléle a (0,])
Réciproquement, une droite D non paralléle a (0, ))
Le plan est muni d’un repére cartésien (0,1,]) étant donné, il existe deux réels m et p tels
que D soit I'ensemble des points M (x,y) telsquey = mx + p
Le réelm = —% est appelé le coefficient directeur de la-droite D
2 -Si b = 0 alors I'équation de la droite est de la forme x = —2 =k (avec a # 0) donc D
est paralléle a (0,))
Exemples :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, 1, ))

1) Déterminer I’équation réduite de la droite D passant par A(—5, — ;) et de coefficient

directeurm = 2

L’équation réduite de la droite D s’écrit y = mx.+ p soity = 2x + por A4 (—5, —;) € D donc
—§= 2 X (—=5) + p soitp =6—74doncD:y=2x+6—74

2) SoientD:y =4x + V2etD 1y = —%x + 1 ;D et D’ sont elles perpendiculaires
Le coefficient directeur de D est = 4, Le coefficient directeur de D’ est m' = —%,

onamm’=4x(—%)=—1doncDJ.D’

3 - Fonction x — |ax + b

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, 7, J)
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D) af

La courbe ci-dessus est la courbe représentative de la fonction définie sur R par f(x) = |ax + b|

c’est la réunion de deux demi-droites de fonctions respectives g(x) = ax + b et h(x) = —g(x)
- . s . b
cette courbe est symétrique par rapport a la droite d’équation x = - (aveca # 0)
Exemple :
Représenter dans un repére orthonormé la courbe de la fonction f(x) = |—3x + 1|
\
\
\
\
\ 21
\
I"*.
14'_
\
5 5 4 3 2 A L1 2 3 4 5 6
A4+
2+

VI - Distance d’un point a une droite

¢

Soit D une droite et A un point du plan.
On appelle distance du point A a la droite D, et on note d(4, D), la distance du point A au point H,
projeté orthogonal de A sur la droite D.

yosri_prof@yahoo.fr / Tel . 356901




Mr HAMADA - Prof Principal http://tunimath.clanfree.net

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, 1, ))

Soit D la droite d’équation ax + by + ¢ = 0. La distance d’un point A(x,, y,) a la droite D

estd(4,D) = lax":z—\/%;cl
A
A
Yg ~%o¥g (D) : ax+by+c=0
H

lll
?
) A N

P

Démonstration :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o,7,7)

Soit A(xgyo) etD:ax + by + ¢ = 0 telque & D, soit H(x4,y,) le projeté orthogonal de A sur D.
soit ﬁ(g) un vecteur normal a D alors on a AH et 7 sont colinéaires donc il existe k € R* tel que
AH = k.7t , soit AH = |k|. ||ii| or ||ii]| = VaZ + b2 donc AH = |k|vaZ + b2

H € Ddoncax; + by; + ¢ =0 alors (ax; + by; +¢) — (axg + byy +c) = 0 — (axy + by, + ¢)
X1 = x¢ + ka
Y1 =Yo + kb
a(ka) + b(kb) = —(axq + byy + ¢) équivaut k(a? + b?) = —(ax, + by, + ¢) donc

soit a(x; — xg) — b(y; —yo) = —(axy + by, + c¢) et comme { on tire

lk|(a? + b?) = |axy + by, + c| donc |k| = %donc AH = WEZ?—W x Va2 + b2 alors on
. __laxg+byo+c|

tire AH = oo

Exemple :

Déterminer la distance du point A(6,2) aladroiteD:3x+y—1=0

ona:a=3,b=1etc=—1doncd(A,D)=%=1}T%l=%E

VIl — Equation d’un cercle
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Soit I(a, b)un point du plan et
R un réel strictement positif.

L’équation (x — a)? + R
—_p)2 = p2 4 )
(y — b)* = R* est appelée b (@b)
équation cartésienne du
cercle C de centre ] et de 1
rayon R. j ;
-> a

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, 7, J)

e Soit Cun cercle de centre I et de rayon R et D une droiteona:
d(l,D) < R si et seulement si D et C sont sécants.
d(I,D) = R si et seulement si D est tangentea C.
d(l,D) > R si et seulement si D et C sont extérieurs

(®) o

©)

+  Soit C un cercle d’équation (x — a)? + (y — b)? = R? et M(x, y) un point du plan.
(x —a)? + (y — b)? = R? si et seulement si M est sur le cercle C
(x —a)? + (y — b)? < R? si et seulement si M est a I'intérieur du cercle
(x —a)? + (y — b)? > R? si et seulement si M est & I'extérieur du cercle C

M

Exemple :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o, 1, ))
1) On considére I'ensemble C d’équation : x2 + y? — x + 2y = 0, montrer que C est un cercle

dont on précisera le centre | et le rayon R.
x? +y? —x + 2y = 0 équivaut (x? — 2 x%x+%—%}+(y2 +2y+1—1) =0 équivaut

(x — %)2+(y - (-1)? = Z équivaut IM? = R? ou I(%, —1)etM(x,y)etR = \/2—3 donc I'ensemble

C est un cercle de centre I G, —1) etderayonR = \/;
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3) SoitD:y = 2x — 1, Montrer que D et C se coupent en deux points dont on déterminera les

coordonnées.

|25 EDXEDHED] el _ VB

NZTen Vs 5

Déterminons la distancedelaD,onad(I,D) =

< —c.a.d.d(I,D) < R donc C et D se coupent en deux points A et B

“| G
NG

Doncx? + (2x — 1)2 —x + 2(2x — 1) = 0 équivaut 5x* —x — 1 = 0 soit A= 21 on

obtient x, = 1-v21 et x, = 1+v21 donc A (1—\/ﬁ ,—4—\/ﬁ) et B(1+\/2_1,—4+\/ﬁ)
10 10 5 10 5
yosri_prof@yahoo.fr / Tel :23 356 901




