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Homothéties

1) Pour démarrer :

Activité :

ABC un triangle, les points A’, B’ et C’ les milieux respectives des segments [B(C],
[AC] et [AB] et soit O le barycentre des points (4, 1), (B,1) et (C, 1)

a) Quereprésente le point O pour le triangle ABC ?

b) Exprimer 04  en fonction de 04,08 en fonctin de 0B et

0C en fonction de 0cC.
c) Soit a tout point M du plan associe un point M’ tel que O est le barycentre de
(M,-1) et (M’,2); ExprimerOTW en fonction de oM
Remarque :

O est un point du plan, on dit que M’ est I'image de M par l'application f définie
par:
f:P——>P

M——> M’ tel que oM’ = —%W
On dit que A’, B’ et C’ sont les images respectives des points A, B et C par cette
application f
Cette application est appelé Homothétie de centre O et de rapport k = —%

Conséquence :

e Un point et son image sont alignés avec le centre de I'’homothétie.
* hi)(0) = 0.onditque O est un point invariant par h.

e hounM)=M o 0M =kOM < 0M =-0M (k #0)

Tout point du plan admet un unique antécédent par une homothétie

Remarque :

e Pour k # 1, leseul point invariant par h( y est le point O.
e Sik = 1alors 'homothétie considérée est I'application identique.
e Sik = —1 alors 'homothétie considérée est la symétrie de centre O.

3) Construction de I'image d’un point par une homothétie :

Activité :
Soient O et A deux points distincts. Construire le point A’ tel que
a) A'=hp3z(A); b) A =hep-2(A);c) A= h(o )(A)
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Homothéties

Définition :

Soit O un point du plan et k un réel non nul

On appelle homothétie de centre O et de rapport k, notée h ),
I'application du plan dans lui méme qui a tout point M du plan associe
I'unique point M’ tel que oM’ = kOM

IIl.  Propriétés de ’'homothétie :
1) Propriété fondamentale :
Activité : <
Soit h une homothétie de centre O et de rapport k et soient M et N deux N
points distincts du plan. —
On note M’=h(M) et N’=h(N) ; ExprimerW en fonction de MN. ™N
Propriété fondamentale : @
Soit h une homothétie de centre O et de rapport k. e
Soient M et N deux points du plan et M’ et N’ leurs images respectives par h 0
Ona: .
Zizklj)((l\;\[[)) ; 11\\/;,} alors : M'N' = k.MN
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Conséquence :

Si M’ et N’ sont les images respectives de deux points distincts M et N par une
homothétie de rapport k alors :

e Ladroite (MN) est paralléle a la droite (M'N’).

e MN = |k|.MN

2) Conservation de I'alignement :
Activité :
Soit h 'homothétie de centre O et de rapport k.
Soient A, B et C trois points alignés et A’, B’ et C’ leurs images respectives par h
Montrer que A’, B’ et C’ sont alignés ?

Propriété :

L’homothétie conserve I'alignement
Si A, B et C sont alignés alors leurs images respectives A’, B’ et C’ par une
homothétie sont alignés.

3) Images : d’une droite, d'un segment et d’un cercle:
Activité :
Soit h 'homothétie de centre O et de rapport k.
Soient A et B deux points distincts et A’ et B’ leurs images respectives par h
a) Soit M € (AB) et M’ lI'image de M par h. Montrer que M’ € (A'B’).
b) SiN’€e (A’B’) et N son antécédent par h. Montrer que N € (AB).
c) Que peut on déduire pour I'image du segment [AB] par t; ?
d) Soit @ , apyle cercle de centre A etderayon AB. Montrer que I'image de
@ par h est lecercle @' (s | |k|.a8) ?
Théoréme :

A et B deux points distincts A’ et B’leurs images respectives par 'homothétie
de centre O et de rapport k :

¢ L’image d'une droite (AB) par h ) estla droite (A'B’) qui lui est paralléle.
¢ L’image d'un segment [AB] par h(o . est le segment [A’B’].
¢ L’image d’un cercle ¢ ) par h ) estle cercle @' .z tel que I = ho ()

Remarque :

Si (AB) passe par O alors I'image de (AB) est (AB) par h i)

4) Conservation : de milieu, de barycentre, de parallélisme, d’orthogonalité,

des angles et de tangente.
Activité 1:
Soit G le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, 4) et I le milieu de [AB].
h est 'homothétie de centre O et de rapport k.
Onpose A =h(A),B =h(B), G =h(G)et I =h(I)
a) Montrer que G’ est le barycentre des points pondérés (A’, 1) et (B’, 4).
b) Montrer que I’ est le milieu de [A’B’].
Activité 2:
Soient D et A deux droites et D’ et A’ leurs images par h 'homothétie de
centre O et de rapport k. Que peut-t-on dire des droites D’ et A’ si:
a) D et A sontparalléles.
b) D et A sont perpendiculaires.
Activité 3:

1) Soit BAC un angle et h ’homothétie de centre O et de rapport k.

Onpose A = h(4), B = h(B) et C' = h(C). Montrer que B'A'C’' = BAC ?

2) Soit A une droite tangente a un cercle ¢, ) en un point M. h I'hnomothétie de

centre O et de rapport k.

Onpose A =h(4), ¢ =h(p), M =h(M) et I = h(l). Montrer quela
droite A’ est tangente au cercle <p'(1r,|k| r?

Propriétés:

Soient A, B, C et D quatre points distincts du planet A, B, C" et D’ leurs

images respectives par une homothétie de centre O et de rapport k.

L’homothétie conserve:

e Lebarycentre : Si C est le barycentre des points pondérés (A, a) et (B,
b) alors C’ est le barycentre des points pondérés (A’, a) et (B’, b).

e Lemilieu:Si Cest le milieudu [AB] alors C’ est le milieu de [A’B’].

e Leparallélisme :Si (AB) |l (CD) alors (A'B") || (C'D")

e L’orthogonalité : Si (AB) L (CD) alors (A'B") L (C'D")

e Lesangles: BAC = B'A'C’

e Lecontact:Si A une droite tangente a un cercle @ alors leurs images A’
et @' sont tangentes.
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