Mr :Khammour.K Exercices corrigées étude de fonction 45™Sc-exp

Exercice n°2 :

- - ;e = . _ X .
Soit f la fonction définie par:f(x) = 1 + = on note C; la courbe

représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0,1,7).
1) a) Montrer que f est dérivable sur IR.
1

b) Montrer que pour tout X€IR, f'(x) = 3
1+x2

2) a) Dresser le tableau de variations de f.
b) En déduire le signe de f(x) pour tout X€IR.
3) a) Veérifier que la tangente T a la courbe C; au point d'abscisse 0 a pour
équation y=x+1.
b) Etudier la position relative de Cs par rapporta T.
c) Déemontrer que le point 1(0,1) est un point d'inflexion de Cs .
4) Montrer que le point I est un centre de symetrie de Cs .
5) a) Montrer que C; admet au voisinage de +oo une asymptote horizontale
D dont on donnera une équation et au voisinage de -co une asymptote
horizontale qui est I'axe des abscisses.
b) Etudier la position de C; par rapport a la droite D et a (0,1)
6) Tracer C; , T et D dans le repere(0,1,7).
7) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que lI'on
précisera.
b) Tracer dans le repéere (0,1,7).la courbe C* représentative de la
fonction f~1 .
8) a) Etudier la dérivabilité de f~* sur J.

b) Montrer que pour tout x de ]O,2[,f( 2’:_1)(2) = x
¢) Donner I'expression de f~1(x) pour x€]0,2][.

d) Calculer (f71)'(x)

Solution :

1) a) x -»1+x2 est dérivable, strictement positive sur IR
= X — V1 + x? est dérivable sur IR et non nulle

1 , .
est dérivable sur IR

= X -
V1+x2
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= f est dérivable sur IR .

e 2x2 (1+x2)—x2
b) f,(X) — T 2V1+x2 _ _ Vi+x2 1
) \/1+x22 \/1+x22 \/1+x23
2)a) f (x) = => 0
1+x2

Tableau de variation

X —00 + oo
f(x) +
f(x) 2
0

> limy s f(3) = lim (1 + h%) ==

X

. X q
x1—1>1:|-noo (1 t \/1+X2) o x1—1>£-nw 1 T IX| iz+1

X

= lim |1+ =2
X—+00 X /Xiz+1

> limy o G = lim (1+25) = =F

. X _ . X _
Jdim (14 75) = Jlim, el i
x2
= lim | 1+—= =0

— 1
X—>—0 —X ’—2+1
X

b) D’apres le tableau de variation f(x)>0 pour tout x €IR
a)T:y=f'(0)x—0)+f(0) =x+1

T:y=x+1
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b) La position relative de C; % T :

X X

fx) —(x+1) = 1+m—(x+1) ==X
_ x(1-vV1+4x?) _ x(1-V1+x2)(1+V1+x2)
T V2 VIt (1+V1+x0)
—x3
T (A+V1+x2)V1+x2

> 1% cas:Six>0 Onaf(x) —(x+ 1) < 0alors Cs estau
dessous de T .

> 2°™ cas : Six<0 Ona f(x) — (x+1) > 0 alors Csest
au dessus de T.

> 3F™cas:Six=0 Ona f(x) —(x+1)=0alors T
traverse Ct au point d’abscisse 0.

c) D’aprés la question qui précéde on a T traverse Cs au

point d’abscisse 0 donc I(0,1) est un point d’inflexion a C

4) On a -XelR=Dy
(-%) X

f(—X)+f(X)=1+m+1+m

Donc 1(0,1) est un centre de symétrie a C¢
5)a) Onalimy_,, f(x) = 2 & D:y = 2 est une asymptote a Cs au
voisinage de 4o
Onalimy_,_, f(x) = 0 © D":y = 0 est une asymptote a Cs au
voisinage de —oo qui est I’axe des abscisse

=2x1

b)
> Position relative de Cs % D
X X x—V1+x2
) -2=l+rm-2=Fme 1= =
(x—V1+x?)(x+V1+x2) -1
X+VI+x2)V1+x2  (x+V1+x2)V1+x2

= C; est au dessous de D pour tout XeIR
> Position relative de C; % D’
On a f(x)>0 pour tout XeIR donc Cs est au dessus de D’
6) (\Voir courbe)
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7) a) D’aprés le tableau de variation de f :f est continue et strictement
croissante sur IR ,alors elle réalise une bijection de IR sur
f(IR)=]0,2[=]

b) (\Voir courbe )
8) a) f dérivable sur IR et f* est non nulle alors f~* dérivable sur J

X—1 Xx—1
b)xe ]0,2[’1:( x-1 ) — 14 \/zx_i(Z — 14+ \/le—xz
V2x—x2 \/1+( x—1 )2
m V2x—x2
=l+x—1=x
X—1 . -1 _ox—1
c) On af(m) =x donc f1(x) = mxe]o,Z[
2-2x 1-x
i _\/ZX—XZ—(X—l)2 ZX_XZ_\/ZX—XZ—(X—l) i
d) (f77) (x)= 2 - 2 =
, V2x—x2 V2x—x2
e
2 = 3
2X—Xx2 2X—x2
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