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THEME : NOMBRES COMPLEXES ANNEE SCOLAIRE :2011-2012 J
@ @ @ Q- / PROF : BELLASSOUED MOHAMED oL 4
A A A & ~ i
EXERCICE 1
Mettre sous forme algébriques les nombres complexes suivants :
. 2\ 2 . . .
3+6i 1+1 1-71 2+581 2-31
21 = . ) Zy = s : ) Zy= —+ :
3-4i 2—-1 4+ 31 I-1 141
EXERCICE 2

Mettre sous forme trigonométriques les nombres complexes suivants :

3 1+i)  (1-i) (W6 —iv2)1+1)

zZ,=—or ; z, = ; Z4

1-i -1 (1-iy ’ 1-i
EXERCICE 3
Soient Oet 0'deux nombres réels

La+f

. ) . i .
1- Transformer e +e® (en factorisant par e 2 ) sous la forme pe” ou pet 0 sont des réels
2~ En déduire la forme exponentielle des nombres complexes suivants

n 4n
’_'"

i ; ed —1
_ 3 i20
z,=1+e

. ; 0
, z,=i+e® |, z,=e"+e

EXERCICE 4
Simplifier les nombres complexes suivants

z, :(1”@} 22:(1+i\/§)1o+(1—i\/§)10

1-1
EXERCICE 5
Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

1~ 21:(1+itemoc)2 , ae{o,g[

2. 2:1+cosoc+.1s.ma ,oce]O,Zn[
1—cosa —isino
1+cosa+isina [ n{
3~ ZSZ ; R - ) € Oz_
J1+sin2a +iv1—sin2a 2
EXERCICE 6

1-Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants z, = %(\/6—1\/5) et z,=1-1

PRI . . S z . T .
2- En déduire I'écriture trigonométrique de — puis les valeurs exactes de cos— et sin—

z, 12 12
EXERCICE 7
Déterminer et représenter dans chaque cas, I'ensemble des points M du plan dont 'affixe z vérifie :
1-|z-3|=|z-3j| 8- izeR,
2-[2-3i+z|=2+3j| 9- arg(z)=arg(z +3+1)
3-z-4+i|=1 10- 2 +27 =0
4-arg(Z) = arg(—z)(2n) 11- les points d’affixes 1, z et 1+z”sont alignes
5-(1-z)(1—-iz)soit réel 12- Z%, 1-z et Zont la méme module
6-(1-z)(1—iz)soit imaginaire pur 18- Re(z*) =Im(z")

7-

z—1 _1 .2 g2
2_3“2 1ol —if 4z +iF = 4 ﬁ®/



EXERCICE 8
Linéarise r cos™x et sin’x .
EXERCICE 9

Soit un complexe z € C\{~1,0,1} et les points A(+1) , A’(-1) , M(z) M'(lj et P(% (z + lj]
z z

Montrer que la droite (MIM’) est bissectrice de I'angle (ﬁ,@)
EXERCICE 10

Im((1+itanx)")

n

Re((1+itanx)")

Vérifier que tan nx = . exprimer tan3x et tan4x en fonction rationnelle de tanx

EXERCICE 11
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O,u,v) (unité graphique : 8cm)
On appelle A le point d’affixe -1 et B le point d’affixe 1

A tout point M d’affixe z e C\{~1,0,1} , on associe le point N d’affixe z”et le point P d’affixe 7’

1- Montrer que les points M, N et P sont deux a deux distinctes
2- On se propose de déterminer 'ensemble # des points M du plan tels que le triangle MNP
soit rectangle en P

a-démontrer que le triangle MNP soit rectangle en P si et seulement si |z + 1| +|z|° =1
1
4

b-démontrer que [z +1” +|z° =1 si et seulement si (z + %)(z + %j =

c-en déduire 'ensemble # cherché
EXERCICE 12

On considere un plan complexe muni d’un repére orthonormé (O,u,v) d’unité graphique 4 cm.

1- Déterminer 'ensemble . o/ des points M d’affixe z tels que z” = ' Tracer ./
2- Soit . 'ensemble des points M d’affixe z tels que z° = Z’
a- Déterminer 'ensemble des nombres complexes z tels que ‘23‘ = ‘22‘ .
b- En déduire 'ensemble . %/
8-Déterminer I'ensemble 7 des points M d’affixe z tels que zz—(1+1)z—(1-1)z=0. Construire 7.

On pourra poser Z=z—(1+1) et calculer le produit ZZ.

EXERCICE 13
Dans le plan complexe rapport au repere orthonormé (O;4,7) direct, on considere les points A et B d’affixes

respectives z,=1+i et z; = —%+%z\ On désigne par 7 le cercle de centre O et de rayon 1.

1. Donner la forme trigonométrique de z, et celle de z;.
2. Dans la suite de U'exercice, M désigne un point de 7 d’affixe ¢, a€[0;27].

On considere 'application f qui tout point M de 7, associe f(M)=MAx VB
a. Montrer, pour tout aeR, I'égalité suivante : ¢?* —1=2ie.

e'% —1—(1+§i]eia

b. Montrer I'égalité suivante : f(M)= A

2
c. En déduire I'égalité suivante : f(M)= \/%-i-( —%+ ZSinaj :

3. a- pour quelles points M de 7, f (M) est maximal. Donner cette valeur maximale

b- pour quelles points M de 7, f (M) est minimal. Donner cette valeur minimale
EXERCICE 14

. N % . (n-1)rn
Soit neN, n>2 .onpose S, =sin—+sin—-+------ +sm( )
n n n =
T i T .S,
Montrer que S, = cotan— . en déduire les valeurs de tan — et lim — NG
2n 8 moren K
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VRAI-FAUX

Dans chacun des exercices suivants répondre par vrai ou faux a chaque question on justifiant ta réponse

EXERCICE 15

Dans le plan complexe P, on considere les points : 1(2+7), J(1+3i), K(3+3i). Alors :

1. Il existe un point M (z)eP tel que MK soit un parallélogramme.
2. Il existe un point M(z)eP tel que IJMK soit un carré.
3.pour tout point M(z) du plan, JM=MK siet seulement si Re(z)=2.

4. pour tout point M(z) du plan , si le triangle JMK est équilatéral alors Re(z)=2.

T

5. pour tout point M(z) du plan , si z—(3+3i)= ¢ (z-1-3i) lorsle triangle JMK est équilatéral.

EXERCICE 16

. . T
On considere le nombres complexe z : z=1-tan’ a+2itana ; o€ }— 7 ,O[

a. Re(z)>~0 b. [zZ|=1+tan’a c. Arg(z)=a+2kn ; keZ. d. Im(z):(1+tan2 oc)sinZa

e.Re(z) = (1+tan’ o)cosa
EXERCICE 17

Soitee]0; [, et z,, z, les deux nombres complexes définis par : { L
ZZ =—1+1

N

a. |z1|:251n§. b. argz1=%.

(0 =« . i
& 5 =m(smg};(z-4) e i:ﬁ(smgje’@ul

%2
EXERCICE 18
les points A et B sont définies comme si contre
'ensemble des points M d’affixe z tels que :

1- |z-2-i|= J5est le cercle de centre O et de rayon OA

zy =1-cos@+isinf
7

T
C. z, =2 S

!

ona:

2- [z—2-i|=|z+1+1|est la médiatrice du segment [AB]

3- Arg(z-2-i)= g(mod 2m)est la droite d’équation x=2

4- Arg[z —2- l) = E(modZn) est le cercle de diametre [AB]\ {A, B}
z+1+1) 2

z—-2-1 , :

~ est réel est la droite (AB)\ {B}

z+1+1
EXERCICE 19

1
-

\

ole<i

- -

Nt =———

Dans le plan complexe P, on considere les points I(1), J(i) et K(=1). T est I'intérieur du triangle [JK, triangle

compris. Pour tout point M(z) du plan complexe, on a : 4

1. Me[1;]] équivaut & :
il existe xe[0;1], z=x+i(1-x).
2. Me[I;]]équivaut a :

Y

il existe 496|:0;£:|, z:;_e"‘g

2 cos@+sin @

T
3. Me[K;J] équivaut & :
Tt

il existe re[O;l],ZZ\/irei‘l—l. K

. ) ) 1 ;
4. Me[K;J]équivaut a : il existe ee{f;n} z=— = Y

c[K;J]eq 2 ’ cos@—sind

5. MeTéquivauta: 0<Im(z)<1 et Im(z)-1<Re(z)<1-Im(z).
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EQUATIONS DANS C

EXERCICE 20
Résoudre dans C les équations suivantes :

1.2°425=0 2. 32-2-2=0 3.z+2z=3-4 4.2°+22°+z+2=0 5.2'+2z2°+1=0
EXERCICE 21

Soit z un nombre complexe qui ne soit pas un réel négatif (z e C\{ R} )

En développant (z+[z|), montrer que z = Lﬁ'
ppant { ||) E { 2Re(z)+2/Z|

Application : donner rapidement les racines deuxiemes de 5+12i
EXERCICE 22

Résoudre dans C les équations suivantes
1)z =(6-i)z+8-1=0.2) 22 +4(i-1)z+2(4-1)=0 .8) 2" +(1-31)z-2(1+1)=0 . 4) 2> —2iz—6=0

5) iz’ +(4i-8)+i=5 6) z' +62°+25=0 6) z' ~8(1+1)* +161-12=0 7) (z>—4z+5f +(z+1Y =0
EXERCICE 23

444 Z_1+J§
S I BV

Déterminer les racines cubiques de : Z, =4+/2(1+1) , Z

EXERCICE 24
Résoudre dans C les équations suivantes

1. z22=1 2. z4=16\/§

EXERCICE 25
Résoudre dans C I'équation z° =—1 puis factoriser le polyndme P(x)=x° +1 en un produit de trois polyndmes

8. 20 (142" +3(1+1)=0 4.2 =1+i3 5 2/ =z 6.2°z=1

1-1

a coefficients réels
EXERCICE 26

On considere le polynéme P(z) suivant : P(z)=2z" +9iz” +2(61—11)z —3(4i +12)
1- Démontrer que I'équation P(z)=0 admet une solution réelle z,
2- Déterminer un polynéme Q(z) tel que P(z) =(z-z,)Q(z)
3- Démontrer que I'’équation Q(z)=0 admet une solution imaginaire pur z,
4- Résoudre dans C 1’ équation P(z)=0

5- On note z; la 3™ solution de I’ équation P(z) =0 . démontrer que les points du plan complexe

A,B et C d’affixes respectives z;, z, et z; sont alignés
EXERCICE 27

On considere le polynéme P(z) suivant : P(z) =z° + 2(\/§ - 1)22 +4(1-/2)z -8
1- Calculer P(2). Déterminer une factorisation de P(z) par (z-2)
2- Résoudre dans C 1" équation P(z)=0

On appelle zet z, les solutions de I’équation autres que 2, z, ayant une partie imaginaire positive .
Vérifier que z, +z, = —2/2 . Déterminer le module et un argument de z, et de z,

8- a- placer dans le plan muni d’un repere orthonormé (O,ﬁ,\?)( unité graphique 2cm) les points :
A d’affixe 2, B et C d’affixes respectives z, et z,, et [ le milieu de [AB]

b- démontrer que le triangle OAB et isocele . en déduire une mesure de I'angle (G,C_)i)
c- calculer 'affixe z; de I, puis le module de z,

3r

£ ) " 3.
d- déduire des résultats précédents les valeurs exactes de Sy et sin—

8



EXERCICE 28
Soit m un complexe et a,B les deux solutions de I'équation z° +2mz+1=0

Prouver l'égalité : |of+[B| =|m—1|+|m+]]

EXERCICE 29
a étant un nombre réel appartenant a l'intervalle [0 ; 2 z ] et z un nombre complexe,

on considere le polynéme P(z), défini par : P(z) = 2° —(1-2sina)2® +(1-2sina)z -1,
1- a. Calculer P(1).
b. En déduire l'existence de trois réels a, b, c tels que P(z)=(z-1)(az’ +bz+c). Déterminer a, b et c.

c. Résoudre, dans €, I'équation P(z) = 0.
2. On considere trois nombres complexes : z, = 1; z, = —sina +icosa ;z; = —sina —icosa .

Déterminer le module et un argument de chacun de ces nombres complexes z,, z, et z.
EXERCICE 30

Soit a e }— g,g[ , et Péquation (E) : (1+iz)’(1-itana)=(1-iz)’ (I +itan o)

1- montrer que, si z est solution de (E) , alors [1+iz| =|1—iz|, puis déduire que z est réel
l+itano 5
2- montrer que ————— =e
l-itana
3- chercher toutes les solutions de(E) sous la forme tan( ...)
EXERCICE 31

1- soit a eCet 0 €[0,n]. déterminer les racines z,, z,, z; et z, de 'équation :

z* +20°(1+cos0)cos0.z” + o’ (1+cosB) =0

2- calculer la valeurde S, =z," +z," +z," +z,” ou n désigne un entier naturel .

3- déterminer une CNS portant surn, afinque S, =0

EXERCICE 32 : EXTRAIT DU BAC TUNISIEN

Dans I'ensemble des nombres complexes on considere I'équation
E,:z°+(3-d’ ) +2i(1+d”)=0 , ou d est un nombre complexe de module 2

1- a vérifier que 2i est une solution de E,
b- résoudre alors I'équation E,

2- dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct (O, u, ;), on considere les points A\B M
et N d’affixes respective 2i; -i;-i+d; -i-d
a- calculer MN et déterminer le milieu de [MN]
b- en déduire que lorsque d varie ; les points Met N appartiennent a un cercle fixe que I'on précisera
c- dans le cas ou AMN est un triangle ; montrer que O est le centre de gravite du triangle AMN

d- en déduire les valeurs de d pour les quelles le triangle AMN est isocele de sommet principal A
EXERCICE 33 : EXTRAIT DU BAC TUNISIEN

0 est un réel de l'intervalle [0,2n; on pose pour tout nombre complexe z
f(z)=2"—(i+e®+(1+i)-1+€°) tout nombre

1- a- vérifier que f,(1+1)=0
b- en déduire les solution z' et z"dans C de I'équation f,(z)=0

2- dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O,u,v), on considere les points A,B
et M d’affixes respectives -1, iv/3 et —1+e"
a- montrer que lorsque® varie dans [0,2n] , M varie sur un cercle ¢ de centre A dont on
précisera le rayon

b- déterminer les valeurs de ® pour les quelles la droite (BM) est tangente au cercle ¢ @/
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EXERCICE 34 : EXTRAIT DU BAC TUNISIEN

1- a- résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation : z> —+/3z +1=0

b-écrire les solutions trouvées sous forme exponentielle

c- résoudre dans C I'équation Z*—-+/37>+1=0

2- s0it® un réel de l'intervalle }—g,g{

a- on considere dans C 'équation (E) : z° —(2sin@)z+1=0

o 1(579) 4(%9} )
vérifier que e \? ‘et e sont solution de ( E)
b- résoudre dans C l'équation Z*—(2sin0)2” +1=0

EXERCICE 35 : EXTRAIT DU BAC TUNISIEN
Soit a un nombre complexe non nul et (E) 'équation z* —2z+1+a* =0

1- résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I’équation (E)
2- le plan complexe étant rapporté a un repere orthonormé direct (O,G,C/), on considere les points A,B

d’affixes respectives 1+ia et 1—ia. On pose a=a, +1ia, ; a, et a, deux réels
a- montrer que les points O , A et B sont alignés si et seulement si a; =0

b- montrer que les vecteurs OA et OB sont orthogonaux si et seulement si |a| =1

3- on pose a=€* ou ae}—ﬁ,ﬁ[
2°2

. X X
e . ix X\ i3 i (x5
a- vérifier que pour tout réel x ,ona 1+e” = 2COS(EJC Zetl-e* = —215111(5)6 2

b- en déduire 'écriture sous forme exponentielle de chacun des nombres complexes 1+ia et 1—ia.

c- déterminer a pour que les points O , A et B forment un triangle isocele rectangle en O .
EXERCICE 36 : EXTRAIT DU BAC TUNISIEN
1-  soit® un réel de I'intervalle [0,n]

résoudre dans C 'équation z° —2iz—1-e"* =0
2- Dans plan complexe étant rapporté a un repere orthonormé direct (O,G,:/), on considere les points
AMet N d’affixes respectives —1+i ; i+e”et i—e“ou 0 un réel de l'intervalle [0, 7]
a- Montrer que les que les vecteurs AM et AN sont orthogonaux
b- Montrer que lorsque 0 varie dans [0, 7, les points M et N varient sur un cercle 7~ que 'on
déterminera

3- a- déterminer en fonction de 0 laire .</(0) du triangle AMN
b-déterminer la valeur de® pour la quelle I'aire A (0) est maximale et placer dans ce cas les points

Met N surle cercle 7
EXERCICE 37 :EXTRAIT DU BAC TUNISIEN

On considere dans C I'équation suivante ( E ) suivante (E):z° —2(\3+1)z% +4(1+iv/3)z-8i=0
1- a- montrer que 'équation ( E ) admet une solution imaginaire pur que 'on déterminera

b-résoudre (E) dans C

c-donner la forme exponentielle de chacune des solutions de ( E)
2- soit® un réel et E, I'équation (E,):z° —2e°(+/3 +1)z” +4e**(1+i+/3)z - 8ie™ =0

a- montrer que (Ze_ie)est une solution de (E) siet seulement si z est solution de E,

b- en déduire les solutions de I'équation (E,) suivante : z° +2(3+1)z2 +4(1+14/3)z+81=0

des équations (E) et (E,) et vérifier quelles sont les sommets d’un polygone régulier

3- représenter dans le plan rapporté a un repere orthonormé direct (O,ﬁ,:z) les images des solutions @
2

© Zo77
A WA WA 0 WU\ @ w ® | N



REPUBLIQUE TUNISIENMNE
MINISTERE DE L'EDUCATION

EXAMEN DU BACCALAUREAT

SESSION DE JUIN 2011

SECTION : FILIERES SCIENTIFIQUES
EPREUVE : MATHEMATIQUES DUREE : 3 heures COEFFICIENT : 3
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Exercice 1 (6 points) SCIENCES DE L’ IFORMATIQUE

On considére dans 'ensemble € des nombres complexes l'équation (E): 2°+iz’— 2z +4i=0.
1) a) Vérifier que i est une solution de I'éguation (E).
b) En déduire que z est solution de (E) si et seulement siz =iouz*+2iz—4 = 0.
2) a) Résoudre I'équation (E).
b) Ecrire les solutions sous farme exponentielle.
3) Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé (0,1 ), on considére les points
A, BetC d'affixes respectives i, v3—i et =3 —i.
a) Placer les points A, B et C dans le repére (O,u V).
b) Montrer que le triangle ABC est isocéle de sommet principal A.

Exercice 2 (5 points) SCIENCES EXPERIMENTALES

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O,U,V).

J3 V3,1

1., .
On considére les points A et B d'affixes respectives a =~2- + 1? et b= ?+ E 1.

1) a) Donner I'écriture exponentielle de chacun des nombres complexes a et b.
b} Vérifier que b?=a.

2) Soit C le point d'affixe c=a+b.
a} Placer les points A, Bet C.

V2446 T

b) Vérifier que C=T Ei .

3) On considére dans € I'équation (E):2°+z—-c=0.

a) Vérifier que b est une solution de I'équation (E).
b} On désigne par d la deuxiéme solution de I'équation (E).

i M=
2k (T
2
¢) Placer alors, le point D d'affixe d.
Exercice 3 (5 points) SCIENCES TECHNIQUES

:""2
el | .

2) Reésoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'éguation

Montrer que d =

1) Montrer que ie =[

(E): 2 —2(e")z+(1-i)e = 0.

3) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,u,v).

" 5

On considére les points A, B et C d'affixes respectives e’E, e"lﬁ et ef% + eii;‘
a) Montrer que le quadrilatére GACE est un losange.

b} Placer les points les points 4, B et C dans le repére (O,E,E].

c) Calculer I'aire du losange OACE.
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EXERCICE 4 (6 points) MATHEMATIQUES

Dans le plan complexe rapporté 4 un repére orthonormé direct ( 0,u, ;) , on considére le point A
d’affixe (-1) et les points M, N et P d"affixes respectives z, 2’ etz’ ol z est un nombre complexe non
nul différent de (-1) etde 1.

1) a) Montrer que :

. : . L1+ . _
( le triangle MNP est rectangle en P ) si et seulement si {—z- est imaginaire pur).
z

I+z x’+y'+x - iy

b) On pose z=x +iy ol x et y sont des réels. Montrer que T
z Xty

¢) En déduire que ’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P
est le cercle ( T') de diamétre [OA], privé des points O et A.
2) Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, on a tracé le cercle (I') et on a placé un point M d’affixe z

sur ( T') et son projeté orthogonal H sur I'axe ( O, u).
On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives Z* et ' tels que le triangle MNP
soit rectangle en P.
a) Montrer que (ﬁ
b) Montrer que OH = OM?,

= (ﬁ][?ﬁ] puis que (ﬁ] = (m][ZE]

¢} Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire .

EXERCICE 4 : figure 2

=l
Y
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