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I/ L’ensemble des nombres complexes :

Définition : On appelle ensemble des nombres complexes , et on note C , ’ensemble
des nombres Z=a +1b avec(a,b) € R? et i un nombre vérifiant i =—1.

RY

* aest appelé partie réelle de Z, notée Re(Z) .

L)

>

** b est appelé partie imaginaire de Z, noté Im(Z ) .
% Pour tout ZeC : Zestréel & Im(Z) =0; Zestimaginaire

Opération : les propriétés des opération dans C sont les
2
o =-1.

Théoréme : tout nombre complexe non nul Z=a +1b

formule , mais on fait intervenir « a propos » I’égalité : ( a+1b)(a— ib) =a’+b°.

II / Conjugué d’un nombre complexé
Définition : soit Z=a+1b ; (a,b) e R

aire pur & Z=—72.
Théorénre es | et Z' , et tout entier naturel n on a :

——n

77 =77  Z'= 7
: (Z'E(C*).

111 / Module d’un
Définition : Soit Z=a

e complexe :

le réel positif : a’ +b* = \/[Ré(Z)]Z +[Im(Z)]2 = \/ 7.7 .
Propriétés des modules :
Théoréme : Pour tous nombres complexes Zet Z' ona:

«|Z|=02=0

|\ Z+7 S|Z|+|Z' ( Inégalité triangulaire ) .

< |2.2'|=2|.|Z| e é:'ZJ (zeC).
|z
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th (a,b) € R? un nombre complexe ; on appelle module de Z
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7" |=|2[";(neN").
A.Z|=|2].|Z] ; (A€R).

IV/ Argument d’un nombre complexe non nul :

Définition : Soit ZeC'et M I'image de Z dans le plan complexe rapporté a un

repeére orthonormé direct (O,;,;) ; on appelle argument de Z et on note Arg( VA )

toute mesure de ’angle (;l, : O_]\/[)

Remarques : * Si 6 est un argument de Z, tout autre argument de 4 est de la forme :

0+ 2krx ;keZ, ce que ’on traduit par ’écriture Arg( Z)E 0[27[]

® 2=z = |Z| - |Z,| car |’ége les définit
(2,2')eC” Arg(Z)= Arg(Z")[27]
I’appartenance a un méme cercle de centre O et celle|des argume appartenance

a un méme demi-droite d’origine 0.
Argument d’une différence :

Théoréme : Soit Z et Z, deux nombres complexes distinct e respectives Aet B

alors : Arg( Z, —ZA)E( Z:—A—\B)[Zﬂ']

Forme trigonométrique :

Théoréeme : Soit Z e C”
* Si Z=r( cos@ +1iSin 0) avec r
* Si Z=r(cos@+ising) avec r<

Arguments et opératig
Théoreme : Pour tops mémbr

alors r=|Z| et Arg(Z)E@[Zﬂ].
alors r=|Z| et Arg(Z)EH+7Z’[27Z’].

ona:
EArg( .
our tous nombres 7' ona:
g Arg(Z")EnArg(Z)[Zﬂ'];nEN .

0 i0 _ i(0+0) = i(0-0) . i0\" _ ind .
e? . ¥ =07 ; i9,=el( ) X (e‘ ) =e" :neN.
e

Formules de Moivre et d’Euler :
Théoréme : * Formule de Moivre : Pour tout 6 € Ret pour tout n€eN on a:

[ cos(6) +i sin(.é’):|n =cos(nd) +i sin(ng) et
[ cos(0) i s,in(ts?)]n =cos(nd)—isin(no) .
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* Formule d’Euler : Pour tout R on a: COS(@) = % et
oi0 _ gmi0
Sin (9) - 2— .
1

VI/ Racines n“"* d’un nombre complexe :

* Sojentt n e N \{1} et ueC, on appelle racine n**de u toute solution dans C de

I’équation : Z" =u.

» Si u=0 alors ’équation Z" =u admet I"'unique solution 0 .

> Si u=re?:r>0 alors I’équation Z" =u admet n solutions c'¢st-a-dire u admet

{

exactement n racines n*"* de la forme: Z, =%/re

ke{0;1;2;-;(n-1)}.

* Dans le plan complexe les images des racines carrées'd’un nombre/complexe non nul
sont symétriques par rapport a O( origine du repére

* Pour ne N’ \{l; 2} les images dans le plan complexes de

r >0 sont les sommets d’un polygone régulier de n cotés inscrit dans lesercle de centre

O et de rayon Q/? .
VII / Equations du second degré dans C :

Soit I’équation a Z4+bz+c=0 ou,aecC" et ( b; c) e C? ; les solutions de cette équation

/

e racine carrée du nombre complexe

dans C sont:

, —b-0

Dans cette partie le ‘ exe ©” est muni d’un repére orthonormée direct
( O;u; Z).
* Colinéarite et orthogoflalite :
Théoréme : Soit
Zet Z ,ona:

et/v deux vecteurs non nuls du plan 27, d’affixes respectives

— -

> u et v sont colinéaires < E e R.

|
|

V4

> u et v sont orthogonaux < ? e iR.

<
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* Cocycliciteé :
Théoreme : Soit a;b;c et d quatre nombres complexes distincts d’images respectives

A;B;Cet Dona:

- —d
Les points 4 ; B;C et D sont cocycliques ou alignés < (a ¢ : a4 j e R .

Point méthode :

* Somme et différence de deux termes : Pour transformer une telle expression , on peut

essayer de faire apparaitre un cosinus ou un sinus (e”‘ +e " ou - e_‘x) pour une

factorisation appropriée.
. i X iz
Exemples: ¢ e +1=e? (e 2 4o 2 JZZCOS(E)"B 2

11

)
e —e=e 2 (ei(_zx) — eizx) = [—ZSin(Z

indispensable de connaitre le signe de r pour conclure :
7 Si r>0: |Z|=r et Arg(Z)=0[2x]
\

Si r<0: |Z|=—r et Arg(Z)E«9+

* Expression de €0S(nx) et sin(nx) en fonction de cos(x) et sin(x) :
i’”‘) = Re((e”‘ﬁ: Re((COSx +18in x)") e

: [(cos(x)+isin(x))]" : la partie

0
Z=re

Le calcul débute par : COS(nx) =Re

. : s . 2, 12
( sirement moins savante ) consiste a factoriser par \/a” +b" .

b )
COS(x )+ ——=SIN{«x) | et a
{“b () “zsin()
) b
it el O tel :cosH:L t SIn(0)=—
reconnailtre un ree e que ( ) a2 +b2 e ( ) a2 +b2

Une formule d’addition donne alors : aCOS(x) + bSin(x) = »\/az +b° COS(x - 9).
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% ¢ EXERCICE 01 %<

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O,u,v)

Cocher la réponse juste

#Soitz=2+i(3-71)
AT La partie réelle de z est 2
BT zapourimage le point M( 9;3)
CI" La partie imaginaire de z est 3
DT Leconjuguédezest z:=2—-i(3-71)
ET" Le module de z est |z| = J10

1-i3
i

AT La forme algébrique de z est : z= \/g -1

% Soit z=

BT |5 =
54
CI arg(z) = ?[272']
DI Le point M image de z est 'un des points d’ intersection/du cercle
1
de centre O, de rayon 2, 5

de la droite d’éyation y = —.

R/
0‘0

#* Une solution dans C de I’équation 2z+z=9+1 est:
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AT 3
B
CrC 341

Page 5 sur 10



Année Scolaire 2010-2011

% Soit zeC ;

z+i| est égal a :

Al |z|+1
B |z—1|
cr ‘i;+l‘

—1+i\/§

#* Soit z un nombre complexe non nul d’argument @ .Un argument de

z
est :
AT 9-Z
3
BI” 0+2—ﬂ
3
cr Z_g

3

*» Soit z =(\/§+i) sn €7 . zest imaginaire pur si et seéulement si:

AT n=3
Bl n=6k+3:keZ
CIC n=6k;keZ

% Soit Q(l - i) .L’ensemble des

pour équation :

ints Md’afﬁx%=x+iy a—1+i]=[3-4i a

) et E(e) sont sur le cercle de diameétre [AB] .

AT a+b=0
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b—c
a—c
cr arg(b_aj
e—a

DI c—e=d—-a
Elr a+c+d+e=1

B ceiR.

arg(Z‘Cj[zn]

—C

2 P EXERCICE 024 ¢
Soient z=+/3—i et 2’ =1+i
1- Ecrire z et z' sous forme exponentielle.

(1+1)"
)

% ¢ EXERCICE 034 <

2- En déduire la forme algébrique de

1- Mettre sous la forme exponentielle les nombres complexes suiva

- . i - _(1—i\/§)e_i:

oz, =1Fie’;0e]-m,7x|

iE%;
(1-i)e M /
2- Déterminer I’ensemble des points ffixe z(z€C)dans chacun des cas suivants :

d) M soit al : points d’affixes et iz.

2 S EXERCICE 04«

Le plan complexe uni d’un repeére orthonormé ( O,u,v ) .
. z—21
Soit 2z’ =-
1z—4

1- Déterminer et construire I’ensemble E, des points M (z) tels que 2’ soit réel .
, . ST . n_ 7T
2- Déterminer et construire ’ensemble E, des points M(z) tel que arg(z')= E[Z?Z'] .

3- Déterminer et construire I’ensemble F, des points M (z) tels que |z'| =2
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2 S EXERCICE 05
Soit I’équation (E) 2 — (2 + i)z2 + (2 - 4i)z —4;=0

1- Montrer que 2iest une solution de I’équation (E ) .
2- Déterminer deux réels b et ctels que pour tout zeC ,on a:
2 —(2+ 2i)z2 +(2+4i)z—4i = (z—2i)(z2 +bz+c).

3- Résoudre dans C I’équation (E ) . On écrira les solutions trouvées d’abord sous forme

algébrique , puis sous forme géométrique .

4- Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct ( v) .Soit les points

A,B,C et I d’affixes respectives: z, =21 ; z, =1

A1 T %y

a) Montrer que est un réel que I’on calculera .

B¢ T R4

5- Soit G le point d’intersection de (BI) et (CJ).
a) Montrer que G est le barycentre des points pondérés (A ; AB;—8) et (C;-9).

b) En déduire les coordonnés du point G.

2 EXERCICE 07«
Le plan complexe &7 est muni d’un repére orthonormé (0,12,;)
( unité graphique 4 cm ).
1- résoudre dans C l'équation : 2z° +2z+1=0
-1+

2

a) Calculer o’ et a®

2- On pose a =
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b) Placer dans &7 les points A(a) X B(az) et C(a3)
2 3
a” —a

3
a—a

3- Soit Z =

. Ecrire Z sous forme algébrique puis déterminer le module et un

argument de Z

4- En déduire la nature du triangle 4ABC

%< EXERCICE 08¢ %
1- Soit f(z)= z* =10z +38z° — 90z + 261
a) Soit b€ R. Exprimer en fonction de b, Rél:f(ib)] et Im[f(ib)

En déduire que I’équation f (z) =0 admet deux solutions imagj

b) Montrer qu’il existe (0( B ) e R? que I’on déterminera tel que
f(z) =(z2 +9)(z2 +az+ﬂ)
c) Résoudre dans C I'équation f(z)=0

% ¢ EXERCICE 094 <

1- Résoudre dans C l'équation (E):z* —%z+%= 0 ; on notera z et

, les solutions de

(E) tel que |m(z1) >0

2- Soit 9€|:0,%|: tel que tan(@): ‘

2 cos(nb)

[ (10cos(9)) ]

3- Montrer que

Le plan com d’un repeére orthonormé (0,;,;)
( unité graphique .
Soit 1 (1) et @ le cercle de centre Q) et de diamétre [OI ]

1 Partie
On pose a, = E +—1 et on note A, son image.

1- Montrer que A, €C.

2- Soient B(b) avec b=—1+2i et B'(b') avec b’ =agb.

a) Calculer b’
b) Montrer que le triangle OBB' est rectangle en B'.
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2¢me Partie

< . .

3 Soit A(a) ;aecC \{1} . A tout point M(Z) ; Z € C’ on associe le point M'(z')
L: avec z' =az

.| 1- On se propose de déterminer I’ensemble des points A tel que le triangle OMM’ soit
E rectangle en M’

k I e ’ ’ . a - 1

s a) nterpreter geometriquement arg .

E e a—1

» b) Montrer que | M'O, M'M | = arg - [272']

@)
'~§ c¢) En déduire que le triangle OMM’ est rectangle en M’ si et seul
o Aec® \{0; 1 }
~

K & SEXERCICE 11

S

= Le plan complexe & est muni d’un repére orthonorm

N

3 (unité graphique 2 cm ).

2 Soit A(-2i). A tout point M(z), on associe le point M'(z") avec 2’
LE 1- On considére le point B(b)avec b=3-2i.

Déterminer la forme algébriques des affixes a' €t b’ des p et B' associés
respectivement aux points A et B. Placer ces points sur un i
2- Montrer que si ME(A)2y=—2 alors M'E(A).
*| 3- Montrer que pour tout point M(z ,ona: |z' + 2&42|z + 2i| Unterpréter
i géométriquement cette égalité.
w appelle 0 un argument de z+ 2i.
t une mes |

» z + strictement négatif.
: 3 nt i))en fonction de 4.
S D0 x demi-droites [AM) et [AM') ?
s ats précédents proposer une construction géométrique du
A pint M .

Q

~

S

Q

X
)

Q
\Q

=

N
~
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