4™ Année * Section : Sc. Série dexercices

Réalisé par :  Prof : Karmous .A Fonction Ln

Exercice 1

I/ Soitla fonction g définie sur ]0, +o[ par g(x) = x2 -2Inx
a/ calculer la limite de g en ( 0+) et en( +0)

b/ dresser le tableau de variation de g, puis en déduire le signe de g.

2
I/ Soitla fonction f définie sur ]0, +oo[ par f(x) = hREAE L

1) Montrer que f‘ (x) = %()

2) Dresser le tableau de variation de f

3) Montrer que la droite (D) d’équation : y = x est une asymptote au voisinage de +oo
4) En déduire la position de (D) etla courbe (Cf) de f

5) Déterminer un point de la courbe ( C) ou la tangente est paralléle a la droite D.
6) Tracer dans un repére orthonormé (0,1,7) : (D), (T) et (Cf).

7) Calculer l'aire de la partie du plan limité par ( C ), la droite D et les droites d’equations respectives : x = letx=e
e

Exercice 2
A) Soit la fonetion g définie sur]0, +wo [par g(x) = x* =1+Inx .
1) Etudier les variations de g.
2) Calculer g(1) puis déduire le tableau de signe de g(x).

B) Soit la fonction f définie sur]0,+o [ par f{x) = x -1 _ln_x et on désigne par (Cy) la courbe de
X

dans un repére orthonormé.
1) Calculer les limites de  en 07 et +oo.

2) Montrer que pour tout x €] 0, +w [ : '(x) = g{f} puis dresser le tableau de variation de .
x

3) a) Montrer que la droite D : y = x -1 est asymptotes oblique a (Cy) au voisinage de +o0.
b) Etudier la position relative de (Cy) et D.
4) Tracer (Cy) et D .
C) Soit un réel t € [1, +oo [et soit A (t) I'aire de la partie du plan limite par (Cy) , I'axe des abscisses et
les droites d’équations x=1 etx =1.
N
1) Montrer que A (l)-Ef —E—E(Ina‘) +=E i
2) Calculer lim_ A(r).
Exercice 3

e
Soit la suite I définie sur IN par : [, = [ x(Inx)"dx
1

o S5 g e s 1 : 1 3
1) a) Par une intégration par partie, montrer que : [, = Ee' -E{” +1)I,

b) Vérifier que f, = %ez —% puis déduire les valeurs de I, et I».

2) Soit les fonctions définis sur J0 4o [ par fix) = x (Inx)* et g(x)=xInx . Le graphe ci-dessous
représente les courbes (Cy) et (C,) celles des fonctions f et g dans un repére orthonormé.
a) Par calculs, déterminer les abscisses des points d’intersections de (Cy) et Cy.
b) Graphiquement, dresser le tableau de signe de [f{x) —g(x)].
¢) Soit A I'aire de la partie hachurée dans le graphe.
Montrer que A =1, - > puis déduire sa valeur.

1, .
—Pm-17 s 10
T e -

F(0)=0 ,

a) Montrer que F est continue a droite en 0. 5. 4
b) Etudier la dérivabilité de F & droite en (. / ~Cg
¢) Montrer que pour tout x € J0 4o [ on a : F(x) = f{x) — g(x).
d) Dresser le tableau de variation de F. 8
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Exercice 4

A) Soit g la fonction définie sur |0, +o| par: g(x) =x+1+ Inx

1) a/ Calculer ﬂr&i}r g(x) et jlrl_i.r)rnmg@r}
b/ Etudier les variations de g.

2) a/ Montrer que "équation g(x) = 0 admet dans |0, +o5] une unique solution a et que
0,27 < a < 0,28
b/ Déduire le signe de g(x) pour x € |0, +oo

riny .

o Six > 0
B) Soit fla fonction définie sur [0, +oa| par f(x) =

0 six=140

1) af Calculer IETmf(x).

b/ Montrer que f est continue 4 droite en (.
¢/ Etudier la dérivabilite de f 4 droite en 0 et interpréter graphiquement le résultat./

2) a/ Montrer que f est dérivable sur |0, +oo[ et que pour tout x > 0 | f'(x) = % :
b/ Vérifier que f(a) = —a
¢/ Dresser le tableau de variation de f

3) a/Calculer lim ) . Interpréter le résultat graphiquement.
E 4

x=++m

b/ Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0,1,]) .
Exercice 5

Soit [ et g les fonctions définies sur I'intervalle ]07+oa[ par :
- =1
f(x):lnx—x—l el g(x):[x—)lnx.
X X

On désigne par C; et C, les courbes de et g dans un méme repere orthonormé (0.1,7).

1)a) Determiner lim f{x) et lim m Interpreter graphiquement ces resultats.

X—3+m x
b) Justifier que lm flx)=+oo.
x

2) a) Montrer que f est dérivable sur |0, 4] et que :

x=1
x

pour tout réel x de ]0,4ec[, f'(x)=
b) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

3) On donne, ci-contre, le tableau de variation x |n 1 +oo

+ 0

\ . /’/

b) Soit a un réel de ]l,+ao[, M le point de la courbe Cyd’abscisse a et N le point de

de la fonction g —f. g—f

a) Préciser la position relative des courbes Cy et Cg.

la courbe 'Cg de méme abscisse a.

Justifier que MN <1.
4) Dans I’'annexe ci-jointe, on a tracé la courbe C,
a) Tracer la courbe Cs

b) Vérifier que pour tout réel x de ]0,+0[, g(x)-f(x)=1 _1_Ihx 1]
X X
¢) Calculer I’aire de la partie du plan limitée par les courbes Cy, Cg et les droites -~

d’équationsx =1let x=e. J

Exercice 6 *




Soit la fonction f définie sur ]0,+m[ par f(x)=x —‘ln-i,
X

On désigne par ¥ la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0,1,])
1/ a) Calculer lim fix), lim f(x) et lim f{x)—x.
x—»0" X—4o0 Kb+ 00
b) En déduire que la courbe & admet deux asymptotes que I’on précisera.

c) Etudier la position de & par rapport  la droite A d’équation y=x.
2
-D+In
2/ a) Montrer que, pour tout réel x de ]0,+uo[, f'(x)= ey ): =
: X

b) Montrer que
(x> —1) et Inx sont de méme signe sur chacun des intervalles ]0,1 et Ji,+oof.

c) En déduire le signe de f'(x) sur chacun des intervalles ]0,1] et |1, +oo[.

d) Montrer que 1 est I'unique solution de I’équation f'(x)=0.
e) Dresser le tableau de variation de f.
3/ a) Montrer que la courbe % admet une unique tangente D paralléle a la droite A.

Préciser les coordonnées du point B, point de contactde € et D.

b) Donner une équation de D.
4/ Dans I’annexe ci-jointe (Figure 2), on a tracé relativement au repére orthonormé (0,1, j

ladrolte A etla courbe (I) d’équation y=12%.
X

a) Soit Ie point A%, 0).
e
Placer le point A et vérifier que A appartient 3 D.
b) Tracer la droite D et placer le point B.

c) Tracer la courbe %
5/ Soit .o 1’aire de la partie du plan limitée par la courbe &, la droite A et les droites

T 1
d’équations x=~ et x=e.

e
Calculer .o -
=
'
A
&
€ 3
Exercice 7
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1/ Soit la fonction g définie sur ]0,+<[ par g(x)=x—Inx.
a) Etudier le sens de variation de g.

b) En déduire que pour tout réel x de ]0,-+oo[ , g(x)>0.
2/ Soit la fonction f définie sur ]0,+o0[ par f{x)=2x - (Inx)?.

a) Calculer linr;'. f{x) et montrer que lim f(x)=+c..

b) Montrer que f est dérivable sur [0,+e0[ et que pour tout réel x de ]0,+oo , f'(x)= 2
X

c) Dresser le tableau de variation de f.
3/ Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,1, ). On désigne par C; la courbe
représentative de f et par A la droite d’équation y=2x.

a) Vérifier que A est la tangente 2 C; en son point d’abscisse 1.
b) Montrer que C; admet une direction asymptotique qui est celle de la droite A.

c) Etudier la position relative de Cr et A. .

4/ a) Montrer que I’équation f(x)=0 admet une unique solution o et que %< a< 7

b) Tracer la courbe Cy.
c) Soit ./ I'aire de la partie du plan limitée par la droite A, la courbe C; et les droites
d’équations x=1 et x=e.

En utilisant une intégration par parties, montrer que .&=¢-2 ,

Exercice 8

Dans l'annexe ci-jointe (Q,T,j) est un repére orthonormé du plan.

Cf est la représentation graphique de la fonction f définie sur R, par
M axlnx+x
(x+1)

Le réel o est I'abscisse du point d'intersection de |a courbe Cr- avec I'axe des abscisses

autre que le point O.

f(x)=- pour x>0 et £(0)=0.

1) al Par lecture graphique, donner le signe de f(x) .
b/ Montrerque Ina=—(w+1) .

xInx
—1

2) On considére la fonction g définie sur [, +=] parg(x)= 1
X+

et on désigne par Cg la courbe représentative de g dans le repére(0.1.]).

Montrer que lim g(x)=+w= et que lim %ﬂ}.

K—bdsh oy
3) al Montrer que pour tout réel x appartenant a lintervalle [am[ glx)y=——"—
b/ Dresser le tableau de variation de g ‘
4) al Montrer que g(e)=1-o.
b/ Construire alors, sur lI'annexe, le point de la courbe Cg d'abscissec .

¢/ Tracer la courbe Ce.
5) On désigne par A l'aire (en unité d’aire) de la partie du plan limitée par les courbes

Cg , Cf et les droites d'équations x=a et x=1.
a) Montrer, en utilisant une intégration par parties, que

1 '
L f(x)dx = —[Kg(x)]tL +J.ug(x)dx, -
b/ En déduire que A = o’ —a+1.






