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Produit scalair dans I'espase , Sphere
cour&exercices :)

1°) Définition :
* (0-1;],1':) est dit repére orthonormé de I’espace & si: {ETH 5 I_-H 2 I?I =

Le triplet (f,}; f{) forme une base og_'thonormée.
*  On appelle produit sco‘lame de 2 vecteurs u et u' le réel défini par :
19u. E’=“EI’ ; ||u_"|!cos(a) ;00 a est la mesure en radians de I’angle (I_i,l_i')
Lorsque u et u' sont non nuls.

2% u.u'=0 lorsque I’un au moins des deux vecteurs u et u' est nul ou lorsque les deux vecteu
sont non nuls et orthogonaux.

*B= (f,j, 32) base orthonormeée.

X x'

Si u=|y| et u'ly'| dansBalors: |u.u'=xx"t yy+zz'.| et HEH=JX2+Y’+Z’
z z'

2°) Théorémes :

Soient u ; v et w trois vecteurs de I’espace et o, B deux réel, ona:

e s B e ]

u.v=v.u , W.(U+V)=U.W+V.W ’ (au).v=a(u.v)

. V' -2 2 - — - =32 -2 =2 - — _- - - . B T |
(u+v) =u +Vv +2uv ; (u—v) =u +v —2uv ; (u+v).(u—v)=u -V

3°) Equation cartésienne d’un plan — Distance d’un point 2 un plan :
= Un vecteur non nul est dit normal d’un plan P s’il est orthogonal a tous les vecteurs de P.
Si (ﬁ,;) est une base de P et N un vecteur normalde Palors N 1 u et N L v.

= Une droite D est orthogonale a P si et seulement si W le vecteur directeur de D est
colinéaire au vecteur normal de P.

* a,b,c et d quatre réels données, I’ensemble des points M(x, v, z) vérifiant

a
ax + by +cz+d =0 avec (a,b,c) = (0,0,0) est un plan de vecteur normal Nib]|.
c
= P et P’ deux plans, d’équations respectives :

ax+by+cz+d=0 et aax+by+cz+d =0 dans un repére orthonormé.

* |[PLP'<aa +bb +éc' =0.!
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Produit scalair dans I'espase , Sphere

v a (a’
* PIIP'< N|b| et N'|b'| sont colinéaires.
Cc \c'
a a' a a' b b’ 5
=3 =0 et =0 et =0
b b ¢ ¢ c ¢

* Dans un repére orthonormé, P le plan d’équation :ax + by +cz+d=0.

La distance d’un point A (x,,y,,Z,) au plan P est donnée par :

lax, + by, +cz, +d|
Jaz+brecz

* Dans un repére orthonormé on a :
X

si u|y|;A(XasYar2a) €t B(Xp,¥5.25)
z

alors Hz-}l[=\/x2+yz+ z*| et |AB= \/(xB ~x,) +(vs ——yA)2 +(z5—2,)".

4°) les intersections (dans un repére orthonormé) :

d(A,P)=

* Positions de deux plans : P:ax+by+cz+d=0; P :ax+by+cz+d =0

a a
N| b | vecteur normal de P 3 N'| b’ vecteur normal de P’.
c (%

N !
e P et Q sont paralléles
<& N=aN'< Net N' sont
colinéaires.
e P et Q sontstrictement
paraliéles

< N=aN' et ad'=d

e PetQ sontsécant< P et Q non
paraligles <> N et N' non colinéaires.
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Produit scalair dans I'espase , Sphere

* Positions d’une droite d’un plan :

a
Soit le plan P :ax+by+cz+d=0 ; N| b | vecteur normal de P.
c

a
Soit A une droite passant par A(x,,Y,,Z, ) et de vecteur directeur u| B

¥

* AlPouN=0< aa+Bb+yc=0 g
Side plus ax, +by, +cz, +d=0

u

Z

alors A< P donc AcCP.

Etsi ax, +by, +cz, +d =0 alors AgP

donc A est paralléle strictement 4 P.

* A coupe PouN=0.

= A L P<>u et N sont colinéaires
AP est un singleton

el
B s o
o= 3
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II) Sphére
* Définition _
Soit R un réel strictement positif, I un point de I’espace. L.’ensemble des points M de
L’espace tels que : IM =R est la sphére de centre I et de rayon R, noté :S(L,R)
* Théoréme :

Soient A et B deux points de I’espace. La sphére de diamétre [AB] est I’ensemble des

e £
points M de Pespace tels que A‘E[—_EE—I\JI_:_:J).
* Kquation cartésienne d’une sphére :
i W nad £oirs
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Produit scalair dans I'espase , Sphere

Soient (O,i}:,l;) un repére orthonormé, le point A(x,,y,,z, ) de’espace & et R un réel

stricternent positif.
La sphére S de centre A de rayon R est I’ensemble des points M (x, Y, z) tel que :
(x=x,.) +(y—v.) +(z—z,)" =R?, c’est Iéquation cartésienne de S.
En développons cette équation on obtient alors une équation de la forme :
xX*+y*+z2+ax+by+cz+d=0.
* Position Sphére et plan
| P :ax +by+cz+d=0 etS de centre I de rayon R.
| Elieseie projeté orthogonal de I sur &
d(I,g’) =1IH : est la distance de I au plan &P

a) d(L,P)=R=>SNP ={H}

On dit que & est tangente & S.

b) d(I,Q’) SR=SNP=0.

On dit que & est extérieur 2 S.

c) Si d(I, g’) <R alors SN estun cercle &

de centre H et de rayon :1r = VR?—d?.
On dit que & et S sont sécants.

Il existe un réel o tel que : IH=aN o N estun

vecteur normal de &

Remargue : Si d(I,Q’) =0 alors SN est le grand

Ovw.




Produit scalair dans I'espase , Sphere

‘ cercle de centre I et de rayon R.
*Soit & I’ensemble des points M(x,y,z) de ’espace tel que : x2+y?+z2+ax+by+cz+d=0

| Sotb B =it'ffi'ﬁ—d.

a) Si h>0 alors & est la sphére de centre I(:z?—,%tl,?) de rayon R =+h

b) Si h=0 alors & est le singleton {1(‘7*-‘:2’?—:‘5‘-’-)}
¢) Le vide si h £0.
#
* Position relative d’une droite et d’une sphére :
Soit A une droite et S la sphére de centre I et de rayon R.
a) Si d(LA)>R alors SNA=

b) Si d(I,A)=R alors SNA= {H} ou H est le projeté orthogonale de I sur A.

¢) Si (L, A)<R alors SNA={A,B}
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Exercices Produit scalair dans I'espase , Sphére

[EXERCICE N°1|
L’espace £ est rapporté 4 un repére orthonorme (O,ii E) :

On considére les points A (3,4,~2) ; B(1,6,0) et C(-2,2,1}.

Montrer que ABC est un triangle rectangle.

[EXERCICE N°2|

L’espace £ est rapporté 4 un repere orthononné(O,i}, E).
Soit les points A(1,1,3) ; B(1+J5 , 0, 2) et c(1+J§ 2. 2). A N

B i
1°) Calculer :AB et AC et évaluer ’angle CAB.
2°) Déduire la nature du triangle ABC.

[EXERCICE N°3|
L’espace & est rapport€ a un repére ormonomé(o,f,]:, }"E) ’

1°) Donner une équation du plan P médiateur de[A,B] avec A(1,2,-1) et B(-3,0,~1).

2 0
2°) a) Soient les points E(1,1,0) et F(0,1,3) et les vecteurs : ul1 ] et vi1
0 6

Ecrire les éguations paramétriques des droites : D(E,ﬁ) et A(F, :/)

b) Montrer que D et A sont sécantes en un point G que ’on déterminera.

¢) Ecrire une équation du plan Q contenant les deux droites D etA.

=)

3°) Montrer que P et Q sont perpendiculaires et écrire les équations paramétriques de leur
droite d’intersection :D’.

EXERCICE N°4|
L’espace & est rapporté 4 un repére orthonormé (O,_i’,:i', E) .On considére le plan P d’€quation

| o>
P:2x+-y+z—1=0 etla droite D(A,ﬁ) avec A(1,-1,2) etu|1 |. d\

=

Ecrire une équation du plan Q perpendiculaire 4 P et contenant la droite D.

4 evirs
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Produit scalair dans I'espase , Sphére

[EXERCICE N°5

L’espace &£ est tapporté 4 un repére orthonormé((),ij, E) . On considére les points
A(2,-11) ;B(1,-1,2) et C(3,1,0).
1°) Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC puis montrer que A,B et C ne sont pas

alignés.
2°) a) Montrer que le plan P passant par A,B et C a pour équation :x +z-3=0

b) Montrer que le plan P’ médiateur de [BC] a pour équation :x+y-z-1=0 d\

¢) Montrer que P et P’ sont perpendiculaires.
3°) Calculer la distance du points O & chacun des plans P et P’ puis déduire la distance de O

a la droite A intersection de P et P’.
4°) a} trouver une représentation paramétrique de A

b) Trouver une équation cartésienne du plan Q passant par O et perpendiculaire 3 P et P’.

¢) Calculer les coordonnées du point H projeté orthogonal de O sur A puis retrouver la
distancede O a A.

IEXERCICE N°g|

L’espace & est rapporté 4 un repére orthonormé( O,1,], f() .On consideére les deux plans :

(P):x-4y+7=0 ; (P,):x-2z+5=0. }

1°) Montrer que P, et P, sont sécants. =

a

2°} Donner une représentation paramétrique de leur droite d’intersection :D.

IEXERCICE N°7

L’espace & est rapporté a un repére orthonormé (O,-i’, :]',l::) . e plan P a pour équation :
P:x—-2y+3z-1=0, et ladroite D a pour représentation paramétrique :

x=1—¢ /—\
D:4y=2+t ;teR / '

z=-1+2¢

19} Montrer que P et D sont sécants.

2°) Trouver les coordonnées du point d’intersection I du plan P et de la droite D.

= &elir
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[EXERCICE N°g

(Mo, u',u) avec : M, (-3,L,4) , w'(-1,2,3) , w'(2-21).

Dans I’espace & rapporté 4 un repére orthonormé (O,f,}, f{) » on donne le plan P de repére

Ecrire une équation de la sphére S de diamétre [AB]

2°) Soit A et B les points de coordonnées respectives(3,-5,7) et (1,-3,9).

1°) Déterminer une équation cartésienne de P. ¢
2°) Etudier I’intersection dli plan P et de la droite D passant par le point M, (1,0,13) |

et vecteur directeur u, (—Zﬂ —5) et déterminer les coordonnées de leur point d’intersection L.
[EXERCICE N°9|

L’espace & est rapporté & un repére orthonormé (O,_i',], E) . i) \/‘D
1°) Ecrire une équation de la sphére de centre Q(4,—1,8) et de rayon 9. o,

[EXERCICE N°10

L’espace & est rapporté & un repére orthonormé (O,T,j,l;) .
Déterminer la nature des ensembles :E, ; E, et E; définie par :

19)E, = {M(x,y,z) de I'espace tel que : x>+ y*+ 2> —4x + 2y +8z+12 = 0}
2% E, = {M(x, y,z) de l'espace tel que : x*+y*+22-3x+ y—22+% = 0}

I9)E, = {M(x, y,z) de l'espace tel que : X2+ y?>+ 2% ~2X + 4y —6Z+16 = 0}

IEXERCICE N°11|

L’espace & est rapporté a un repére orthonormé (o,?,j,ﬁ).

&7 W. het

evirs

On donne les points A (1,-2,0) et B(-2,-1,1). Déterminer analytiquement I’ensemble S des points M du

plan, tels que : MA? + MB?* = -1~22 M /(\}l/\/



[EXERCICE N°12

Produit scalair dans 1'espase , Sphere

L’espace & est rapporté 2 un repére orthonormé(o,ii iE).

x=1+a
On considére le plan P d’équation :x+y—z—-1=0etladroite (A} :qy=1-2a ;2 € IR
z=1-a
1°) Montrer que ( A) est contenue dans P.
2°) Ecrire une équation du plan Q perpendiculaire 4 P et contenant la droite (A).
3°) Soit § la sphére de centre [(3,1,0)et de rayon R=+/3. k) = ‘ @
a) Ecrire une équation cartésienne de S.
b) Montrer que S et P sont tangente et déterminer les coordonnées de leur point de contact E.
“ic) Montrer que S et Q sont sécants et caractériser SN Q.
4°) Déduire la distance de 13 (A).
5°) On considére la famille des plans (P ) :x +y—z+m—2 =0 ; m étant un paramétre réel.

Etudier suivant le paramétre m Ia positionde (P,,) et S.

[EXERCICE N°13)|

L’espace £ est rapporté 3 un repére orthonormé (05,},12) : g -

On considére les plan (P,,) :2x+ 2y —z+m =0 ; ol m un paramétre réel et les points O

A(3,-2,-1) B(-1,2,-1).

1°) Ecrire une équation cartésienne de Ia sphére S de diametre[4B]. . M
Déterminer son rayon R et les coordonnées de son centre . A 0

2°) Déterminer les réel m pour lesquels (P, ) est tangent 4 S.

3°) Déterminer une équation cartésienne du plan (P”) perpendiculaire & (P, ) contenant la droite (AB).

4°) Soit Q le plan paralléle 4 (P ) et contenant le point C(0,0,1).

a) Déterminer une équation cartésienne de Q.
b) Donner la position relative de Q et S.

¢) Caractériser Q N S.

Bon Travail
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