Primitives et calcul d'intégrales : ‘Sé‘;‘?/j
e

EXERCICE 1 :x N
Déterminer une primitive de la fonction f sur I, dans chacun des cas suivants :
Df:ix—3x5+x2—x+1 ; I1=IR S)f:va;W 5 1=]—o0, 2|
2) f:rx—x(1+x%)5 ; I=IR 6)f:xl—>% ; 1=]1,2]
3) f : x > sinx.(cosx)3 ; I=IR Nfix— (1?:3)4 ; I=IR\{-1}
4 f:x—V3x—6 ; I=[2,+0o] 8)f:x|—>\;cx+__11 ; 1=]1, 400

EXERCICE 2 :x

Soit les fonctions f et g définies respectivement sur| — %,g[ par :

f(x)=(x +1).tanx et g(x)=(x +1)tan?(x)+tanx.
1) Justifier ’'existence des primitives de la fonction g sur | — g,g[.
2) a) Calculer f’(x) pour tout x €] — g,g[.

b) En déduire la primitive G de la fonction g sur | — %,g[ qui prend la valeur (-1) en %

EXERCICE 3 :x

Soit la fonction g définie sur IR par : g(x) =

1
1+x2
1) a) Prouver l'existence et 1'unicité d'une primitive G de g sur IR qui s'annule en 0.

b) Soit h : x — G(x) + G(—x). Calculer h'(x) pour tout réel x. En déduire que G est une
fonction impaire.
2) Soit H(x) =G(tan(x)) ; x € [0,

a) Montrer que H est dérivable sur [0,%[ et déterminer H'(x) pour tout x € [0,% [.

b) En déduire que H(x) = x pour tout x € [0,% [. Calculer G(g)

EXERCICE 4 :x

Calculer chacune des intégrales suivantes :

1 2 3 2 x 2t 1
JoO*+dx ; [yde ;o [[m=de 5[] Ty dt ;o Jy xBx? +2)%dx
fol V2x + 1dx ; ff(x +2)Vxdx ;  [Zcos2x(sin2x)*dx ; fon(cosx)3dx ;
fon(cosx)4dx ; fon x.sin’x. dx et fon x%sin2x. dx

EXERCICE 5 :x

3
On considére les intégrales I= folﬁdx et J= fol(lJprdx

1) Calculer l'intégrale I
2) Calculer I+J. En déduire la valeur de J.
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EXERCICE 6 :x

Soit la fonction f : x +— sinx — cosx. On désigne par (C) la courbe de f dans un repére
orthonormé (0,1, ).

1) A l'aide du tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle [O, g], dresser le tableau

de signe de f(x) sur [0, g]
2) Calculer alors en (u.a) l'aire de la partie du plan limitée par (C), 'axe (0,7) et les droites
d'équations x =0 et x = g

EXERCICE 7 :x

La courbe représentative (C) ci-contre est celle de la fonction f | A

définie sur [O,g] par : f(x) = (tanx)® + tanx.
La courbe (C) admet au point O une demi-tangente a droite
portée par la droite A : y = x. 1

z it O ] EI
1) Calculer f04 f(x)dx , '
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque (notée f1) DJ
dont on précisera le domaine de définition J. 07 2

b) Tracer la courbe (C’) de la fonction f~?.
c) Calculer foz fi(x)dx

3) Calculer en (u.a) 'aire A de la partie du plan limitée par les courbes (C) et (C’) et le
segment [AB].

EXERCICE 8 : x

On pose pour tout entier naturel n, I, = [ OZ tan™*? x dx

1) a) Calculer I.
b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
c) En déduire que la suite (I,,) est convergente.

2) Montrer que pour toutn,ona : I, + I,,;, = n—; . En déduire liT I,
n—-+owo

EXERCICE 9 ®
1 x2n+l

On pose pour tout n €IN, I, = [, ﬁdx
X

1) Calculer I,

2) a) Montrer que pour tout x € [0,1] on a :0 £ == < x?"*1, En déduire que

pour tout n€IN,ona:0<1[, < !
2n+2

b) Montrer que la suite (/,,) est décroissante.
c) En déduire que la suite (I,) est convergente et déterminer sa limite.

3) a) A 'aide d’une intégration par parties, montrer que
1 =V2—(2n+ 2).f01x2”+1\/x2 + 1dx

b) En déduire que Vn €IN, on a : (2n+3).1,.; = V2 — (2n + 2).1,
c) Calculer alors I;
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3
4) Soient les fonctions f et g définies sur IR par f(x) = \/% et g(x) = \/);—4-1
X X

On a représenté ci-contre leurs courbes dans un repére orthonormé :
d’unité 2cm. Calculer en cm? laire A de la partie hachurée. 1

EXERCICE 10 : a0

Soit la fonction numeérique F définie par : F(x) = fg% 7 —

1) a) Déterminer le domaine de définition de F.
b) Etudier la dérivabilité de F et en déduire que F est strictement croissante sur IR.
c) Montrer que la fonction ¢ : x — F(x) +F(—x) est constante sur IR. En déduire que F

est impaire.

tanx dt
2) On pose g(x) = |, e ;

a) Montrer que g est dérivable sur ]—g,g[ et calculer g’(x).

2 2

b) Calculer g(0). En déduire que g(x) = x

1 dt V3 _adt
c) Calculer fo T1c2 t fo T1c2

3) a) Vérifier que F est la réciproque de f (restriction de la fonction tangente sur

lintervalle ] — =, 7).
b) En déduire lirgrl F(x)

EXERCICE 11 ®

Soit F la fonction définie sur ]O,g[ par F(x) =

ftanzx dt
1 Vi(t+1)

1) Montrer que F est dérivable sur ]O,g[ et que pour tout x E]O,g[, ona:F((x)=2
2) Calculer F(%). En déduire que pour tout x E]O,g[, on a: F(x) =2x —g
3 dt
3) a) Calculer alors I= [; 7D
Vit

b) A I'aide d’une intégration par parties, calculer J= | 13 w2 dt

EXERCICE 12 &

On pose g(x) = fox d

1483

1) Montrer que g est définie sur IR*.
2) Montrer que g est dérivable sur IR* et calculer g’'(x) pour tout x € IR™.

1
J1+83
<

X . ) x
V1+8x3 g = V1+x3

est décroissante sur IR*.

3) a) Montrer que f:t +—

=>0.

b) En déduire que : vV x

4) Calculer liT_TI_l gx)
X—+o0

EXERCICE 13 :

On considére la fonction f définie sur [1, +oo[ par f(x) = x%

et on pose pour tout entier n > 1,5, = Yr-, f(k).
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1) a) Vérifier que f est décroissante et positive.
b) Montrer que la suite (S,) est croissante.

2) a) Calculer flnf(t)dt ; n =1 et en déduire que 0< flnf(t)dt < %
b) Calculer lim ( INIGLD)
n—+owo
3) a) Montrer que pour tout entier k=2, on a : fkk+1f(t)dt < f(k) < fkk_lf(t)dt
b) En déduire que pour tout entier n >1, on a :
L f®dt <8, - F) <[] fD)at

c) Montrer que pour tout entier n>1,ona : 1 <S5, < g

d) En déduire que la somme (1 + 2% + 3—13 + -+ n—13) converge et donner un encadrement

de sa limite.

EXERCICE 14 :
On pose pour tout n € IN*, I, = fol(l —x?)"dx

1) a) Veérifier que I, = g X %

b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
2n+2

c) Au moyen d’une intégration par parties, montrer que : I, = Pt )

2) On considére les deux fonctions F et G définies sur IR par :
E,(x) = fOSlnx(l — t2)ndt et G,(x)= f;c(cost)Znﬂ dt

a) Montrer que f et g sont dérivables sur IR et calculer E,’(x) et G,’(x) pour tout x € IR
b) En déduire que pour tout réel x , on a : E,(x) = G,(x)

c) En déduire que la valeur de l'intégrale K = [2(cost)” dt
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