Dérivabilité et fonction réciproque

EXERCICE 1:

On consideére la fonction f définie sur | — 1,1] par f(x) = i—i

1) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1. En déduire une interprétation géomeétrique.
- . ! — —_1
2) a) Montrer que f est dérivable sur | — 1,1] et que pour tout x €] — 1,1[, f'(x) = FE N

b) En déduire que f admet une fonction réciproque (notée f~!)définie sur un intervalle
J qu'on déterminera.

c) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
3) On pose g(x) = f(tan?x) pour tout x € ]0, %]
a) Vérifier que (x) = Vcos2x Vx € ]0, %]
b) Montrer que g réalise une bijection de ]0, %] sur un intervalle K qu'on précisera.
c) Montrer que la fonction g~! est dérivable sur ]0,1[ et que pour tout x €]0,1[, on a :
G ==
EXERCICE 2:
Soit la fonction f: [0%[ — R définie par f(x) = tan(mx)

1) a) Montrer que f réalise une bijection de [0%[ sur [0, +oo.

b) Montrer que l'équation tan(mx) = m , posséde une solution a unique dans ]0%[

1
m(1+x2)

c) Montrer que f~! est dérivable sur ]0,+oo[ et que: (f71) (x) =
d) La fonction f~! est elle dérivable a droite en O ? Justifier .
1 (1 .
o . o g(x)zfl(;) si x>0
2) On considére la fonction g définie sur [0, +o[ par : 1
g(0) =7
a) Déterminer lirP 10
X—>+0
b) Montrer que g est continue a droite en 0. Montrer que g est continue sur
l'intervalle [0, +oo[.

c) Montrer que g est dérivable sur ]0,+o[ et que : g'(x) = 7t(1_T1xZ) si x>0

3) Soit la fonction h définie par : h(x) = f~1(x) + f! (%) pour tout x € [0, +oo[
a) Montrer que h est dérivable sur ]0,+x[ et calculer h'(x) pour tout x € |0, +oo].
1

b) Calculer h(1). En déduire que pour tout x € 0, +oo[: f~1(x) + 1 G) =3

EXERCICE 3:

On considére la fonction f définie sur [0 ,%[ par f(x)=—x-+tanx.

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur [0, +oo[ .
2) Montrer que pour tout n€IN, 'équation : —x +tan X =n admet une unique solution a, dans [0 ,g[

3) a/ Montrer que la suite (a, ) est croissante.
b/ En déduire que la suite («,,) est convergente et déterminer sa limite.
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EXERCICE 4:
Soit la fonction f définie sur [1 ,+oo[ par f(x) = Vx? — 1+ x

1./ a. Etudier la dérivabilité de f a droite en 1.
b. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2./ Dresser le tableau de variation de f.

3./ a. Montrer que fréalise une bijection de [1 , +oo[ sur un intervalle J a préciser.
b. Calculer f~*(x) pour tout x € J.

4. / On désigne par (C) et (C’) les courbes représentatives de f et de f~'dans un repere orthonormé (0,4, %)
a. Montrer que la droite d’équation y = 2x est une asymptote oblique a (C).

b. Construire les courbes (C) et (C’)

1 . r . T 1
5./ Soit la fonction g définie sur [O»Z [ par g (x) f(cosx )
s 1+sinx
a. Montrer que pour tout x E[O,; [ona g(x) = g

b. Montrer que g réalise une bijection de [(),g [ sur un intervalle K a préciser

2x
1+x2°

c. Montrer que : [ g0) =x ,yE[(},E[ = cosy = XE [14+] ]

d. Montrer que g~ 'est dérivable sur K et pour tout x € K on a : (g_l)'(x) =

6. / On pose = 1 3n_ 4 - k. ‘n e N*
./Onpose y = > g |1+ ¢
k=n

n+1 n-

- 1 - 2
a. Montrer que pour tout n€ N* ona : g 1 (1 o ;) Su,<g 1 (1 - & ;)

b. En déduire que (u,) est convergente et donner sa limite.
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