Divisibilité dans 7-Identité de Bezout S

EXERCICE 1: J

Répondre par vrai ou faux, en justifiant votre réponse :

1) Pour tout entier naturel n non nul, on a : « 56"*1 4 237+1 est divisible par 5 »

2) Si un entier naturel n est congru a 1 modulo 7 alors le PGCD de 3n + 4 et 4n + 3 est
égala 7.

3) Soit x un entier. Alors on a : « x> + x + 3 = 0[5] si et seulementsi x = 1[5] »

4) Le reste de la division euclidienne de 108 + 1 par 9 est 5.

5) Le quotient de la division euclidienne de (-1165) par (-14) est égal a 83.

6) Soit n un entier. Alors les nombres 2n + 3 et 5n + 7 sont premiers entre eux.

7) Pour tout entier naturel n, le nombre 82" —1 est divisible par 7.

x = 3(mod 4)

X = 4(mod 5)

8) Soit x un entier tel que : { alors x=19(mod 20)

EXERCICE 2:

Pour tout entier n, on posea=2n+5etb=n-—3.

1) Montrer que tout diviseur commun de a et b est un diviseur de 11.

2) En déduire, suivant les valeurs de n, la valeur de a A b.

3) En déduire que a = 2 x 123120 4+ 5 et b = 123120 — 3 sont premiers entre eux.

EXERCICE 3:

1) Déterminer suivant les valeurs de ’entier naturel p le reste modulo 13 de l’entier 5P.
2) En déduire que V n € IN*, le nombre N= 31%"*1 + 184"1 est divisible par 13

EXERCICE 4:

1) Déterminer suivant les valeurs de ’entier naturel n, le reste de la division euclidienne
de 3™ par 5.

2) On pose A, = 3" + 32" + 33" ; n € IN. Déterminer suivant les valeurs de n les restes de
A, modulo 5.

3) Résoudre dans IN I’équation A, =3(mod 95).

4) Déterminer le reste de la division euclidienne par 5 de ’entier N= 12532014 x 132015,

EXERCICE 5:

Soit n un entier naturel, on considére les entiers p= n+5 et g=2n+3 et on note d = PGCD (p,q)

1) a) Calculer 2p — q. En deéduire les valeurs possibles de d.
b) Montrer que si p est un multiple de 7 alors g est un multiple de 7.

c) Montrer que p est un multiple de 7 si et seulement si n = 2[?}_
2) Montrerqued=7 sietseulementsins= 2{?]_

3) Application : Déterminer d dans chacun des cas suivants,
al i=6"""+T""

b) n= 62" 482
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EXERCICE 6: (Vrai ou Faux)

I}y le quotient de (-23) par (-5) est 4,
2) Siaet b sont deux entiers tels que 64a + 9b = lalors les entiers b et 64 sont premiers entre

[ Ll
3) 147" = 2{mod 12)
4) x* = 0{mod 8) équivaut 4 x = 0(mod 8)

(% = 3({mod 4) -
5) Si {:-: = 4{mod 5) alors x = 19(mod 20)

6) Soit n un entier. Alors les nombres 2n + 3 et 5n + 7 sont premiers entre eux.
7) Si le couple (x,y) est une solution entiére de 1'équation 7x + 17y = 34 alors x = 0[17]

EXERCICE 7: (Extrait du Bac blanc 2017)

1) Soit, dans ZxZ, I'équation (E) :1436x — 2015y =1.
a) Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation (E) sont les couples
(2015k —964,1436k —687)  k € Z.
b) Déterminer le plus petit inverse positif u de 1436 modulo 2015.
2) Soit n un entier naturel vérifiant n'**=1436 (mod 2015).
a) Soit d un diviseur commun de n et 2015.. Montrer que d divise 1436.
b) En déduire que n et 2015 sont premiers entre eux.
3) a) En utilisant le théoréme de Fermat, Prouver que n'“’~lest divisible par chacun des
entiers 5, 13 et 31.

b) En déduire que n'*’=1(mod2015).
¢) Montrer, alors que 1051 est le reste de la division euclidienne de n par 2015.

EXERCICE 8: (Bac Maths 2015)

1) On considére dans Z xZ 1'équation (E): 47x+53y = | .
a) Vérifier que (-9,8)est une solution de (E).
b) Résoudre I'équation (E).

¢) Déterminer I"ensemble des inverses de 47 modulo 53.
d) En déduire que 44 est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53.

2) a) Justifier que 45°% | (mod 53) .

b)Déterminer alors le restede  45'™  modulo 53
k-405
Y 45k,
k=0

a) Montrer que 44 N =10 (mod 53).

b) En déduire le reste de N modulo 53.

EXERCICE 9:

3) Soit N=14+45+45° +..+45'"

On considére le systéme de congruences (S) : {Z i igzgjg ou n est un entier relatif.

1) Montrer que 11 est une solution de (S).

2) Montrer que si n est solution de (S) alors n — 11 est divisible par 3.

3) Montrer que les solutions de (S) sont de la forme 11+15k ou k € Z.
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