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Résoudre dans Z, 12x=5 [35]

Correction

12x=5 [35|<3k€Z,12x=5+4+35k=3k€Z,12x—35k=5
35=2%x12+11, 12=1%x11+1et11=1%x11+4+0

Donc 1=12—-1%X11=12—-1X%X(35—-2X%11)=—1%x354+3X%12

Donc 3X12=1 [35] 12x=5 [35]=3%X12x=3X5 [35]|=x=15 [35]
Réciproque 12xX15=180=5%x3545=5 [35]

[’ensemble des solutions est S={154+35k,kE€Z}

Exercice 2

1. Trouver une solution particuliere de 13u+5v=3
2. Déterminer tous les couples d’entiers (u,v)E€Z* tels que 13u+5v=3.
3. Déterminer les restes de la division euclidienne de 24°1° par 5 et par

13. Théoréme de Fermat ©

Correction

l. Onvoitque 13 X 2 —5 X5 = 1.en multiphiant par 3 on trouve que
13X6—-5Xx15=3

donc (6, —15) est une solution particuliere.

1

Ly { 13u +5v =1
L,113x6—-5%x15=1
Ly — L, donne 13(u —6) +5(r+15) =0

Ce qui equivaut a
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13(u — 6) = =5(v + 15)
. 13 divise —5(v + 15) et 13 est premuer avec 5, d’apreés le théoréme de Gauss, 13 divise —(v + 15). 1l
existe donc k € Z tel que
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—(v+15) =13k v =-15-13k

On remplace —(v + 15) = 13k dans 13(u — 6) = —5(v + 15), on obtient
13(u—6)=5%x 13k @ u=06+5k

La réciproque est évidente, donc I’ensemble des couples (u, v) vérifiant 13u + 5v = 3 est

{(6+ 5k,—15—13k), k € Z}

Comme 5 premier, d’apres le théoreme de Fermat
2% = 1[5]
La division euclidienne de 2013 par 4 est 2013 =4 X 503 + 1, donc
22013 — 24x503+1 _ (24)503 x 2 = 1°03 « 2 [5] =3 [5]
0 < 2 < 5 donc 2 est le reste de la division euclidienne de 22°1° par 5
Comme 13 premier, d’apres le théoreme de Fermat
212 = 1[13]
La division euclidienne de 2013 par 12 est 2013 = 12 X 167 + 9. donc

=3x3x2[13] =18[13] =5[13]
0 < 5 < 13 donc 5 est le reste de la division euclidienne de 24°*° par 13

Deétermuner toutes les solutions dans Z X Z de 1’équation :

7x + 5y = 3
7=1%Xx5+2
5=2%Xx2+1
2=2%Xx1+0

Doncl=5—2X2=5—-2X%X(7—1%x5)=-2x7+3X5

On multiplie cette égalité par 3 : —6 X7+ 9 X 5 = 3. On soustrayant 7x + 5y =3 et —6X 74+ 9 X5 =3 on
trouve que : 7(x + 6) + 5(y — 9) = 0. ce qui équivaut a 7(x + 6) = —5(y — 9), d’apres le théoréme de
Gauss, 7 divise 5(y —9) et 7A 5 = 1 donc 7 divise y — 9, 1l existe donc k € Z tel que :

y — 9 = 7k, ce que je remplace dans 7(x + 6) = —5(y — 9) ce qui donne 7(x + 6) = —5 X 7k, puis en
simplifiant par 7 : x + 6 = —5k.

L’ensemble des solution est § = {(—6 — 5k,9 + 7k), k € Z}
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. %? Exercice 4 Congruences

On se propose de déterminer tous les couples (m,n) € N X N solutions de I'équation : 2™ — 3" = 1.
1. Soitk € N*.
a) Quel est le reste de la division euclidienne de 9% par § ?
b) Déterminer les restes de la division euclidienne de 3%% + 1 par 8. puis de 3%*1 + 1 par 8
2. Soit (m,n) € N X N un couple de solution, montrer a l'aide de 1°) que m < 2.
3. En dédure tous les couples (m,n) € N x N d'entier naturels solutions de 1'équation.

1.

a) 9¥ =1% [8] =1 [8].comme 0 < 1 < 8, le reste de la division euclidienne de 9% par 8 est 1.

b) 32" +1=9%+1 [8] = 2 [8]. de méme le reste de la division euclidienne de 32¥ + 1 par 8 est 2.
32kt1 1 1 =3x9%+1=3x1+1 [8] =4 [8]. le reste est alors 4.

2. Sin=2k

2m _3n=12m-3%k=1[8]=>2"-39)=1[8]=22m-(9Fk=1[8]=>2m - (1)* =1 [8]

=>2M=2[8]=>2"=2+8I
avec | € N donc 2™t =1+ 4l or sim = 2, 2™ ! est paire et 1 + 4! est impaire, on en déduit que si
n = 2k alors m < 2.
Sin=2k+1
2™ —3" =1-2m 38 T=8] > 2™ - 3%(3°) =1 [8] =2 2™ -3 x (9)* =1 [8]
S2m_WK (1) =Wg]|>o2%£4[8]>2m=448]l>2m2 =114 2]

avec | € N donc 2™ 2 =1+ 2l or si m = 3, 2™ 2 est paire et 1 + 2[ est impaire, on en déduit que si

n =2k + 1alors m < 3.
Que n soit pair ou impair m < 2

3. Iln’y aque trois cas possiblesm =0, m =1etm = 2.
Ssm=0alors2™ —-3"=1<1—-3"=1 & 3" = 0 ce qu est impossible.
Ssm=1lalors2™ —-3"=12-3"=13"=1n=0
Sim=2alois2™ —-3"=14-3"=13"=3on=1
[.’ensemble des solutions est :

§ ={(1,0),(2,1)}

1. Détermuner les restes possibles de la division euclidienne du carré d’un nombre mmpair par 8.
2. Soit n € N* un entier pair. En déduire que 1’équation
x™ 4+ yn — N

N’a pas de solution pour x, y et z impairs.
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l.
12=1=1 [8]
32=9=1 [8]
52 =25 =1 [8]
72 =49 = 1 [8]

0 < 1 < 8 donc le reste de la division euclidienne du carré d’un nombre mmpair par 8 est 1.
2. n=2m, meN"

x"+y" =)™+ ()" =1" + 1™ [8] = 28]
zt=(z2)m=1m [8] =1 [8]
Donc I’équation n’a pas de solution.

Déterminer le reste de la division euclidienne de 51°°° par 7.

D’apreés le petit théoréme de Fermat 5° = 1 [7] car 7 est premier et 5 est premier avec 7.
1000 =166 x 6 + 4

Donc
51000 — 56x166%% — (56)166 » 5% = 1196 x 5% [7]1 =5% x5 [7]1=25%x25 [7]=4 x4 [7]
=16 [7] =2 |7]
Comme 0 < 2 < 7, 2 est le reste de la division euclidienne de 5'°°° par 7.




