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SERIE D’EXERCICES

Les suites réelles

R R R
R R R R

EXERCICE N1:

On consideére la suite réelle (u,) définie sur IN par u, = Setuy, =

2uy,
1+u,2

1) a) Montrer que pour tout n€INon a: % <u,<l1
b) Etudier la monotonie de (u,,). En déduire qu’elle converge puis calculer sa limite L.
2) a) Montrer que pour toutn€lNona: 0 <1 —u,q < E(l —Uy,)

b) Al'aide de raisonnement par récurrence, déduire que pour tout n€IN, on a:

n
0<1-u, <2(3)
2\s5
) Retrouver alors lim u,
n—+oo
* S S
3) Pour tout n€ IN*, on pose S,, = Y jpoq U, Uy = 7” etw, = \/_%

n
a) Montrer que pour tout n€ IN*,ona:n — é [1-— (%) 1S, <n

b) En déduire lim v, et
n—+

lim w,
(e'e) n—

+00

EXERCICE N2:
Soit la suite (uy,) définie sur IN par:uy=1,u;=1etu,,; = u, + 6.u,_;pour toutn € IN*.
1) Calculer u; et u;.
2) Soit (vy,) la suite définie sur IN* par: v, = u,+2.u,_4
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 3 et en déduire v, en fonction de n.

, 31’1+1 -2 n+1
b) Montrer, par récurrence, que pour tout n€ IN,ona: u, = . [1 — (?) ]

3) Soit (W,) la suite définie sur IN* par: W,=u, —3. u,_;.

Montrer que (W) est une suite géométrique de raison (—2) et en déduire W, en fonction de n.
4) a) Montrer que u,, =a.v,,q +b.W,,; aveca etb deux réels qu'on précisera.

b) En déduire la somme S=};_, uy en fonction de n.

EXERCICE N3:
Soit la fonction f définie sur IR par: f(x) =

2x
1+x2
Dans le graphique ci-contre on a tracé une partie de la courbe i

(C) de fetla droite A : y=x. Soit la suite réelle (u,,) définie sur
1 ©)

IN par: {uo ~2 B B """"""
Unsr = f(up) 5

1) Indiquer sur I'axe des abscisses (0,7 ) les quatre

premiers termes de la suite (u,) sans les calculer.

Que peut-on conjecturer a propos de la monotonie de la 0 Do T
suite (u,) et de sa convergence. ' '
2) a) Dresser le tableau de variation de la fonction f
b) Etudier le signe de f(x)-x suivant les valeurs de x dans [0,1].
3) En déduire que:a) 0 < u, < 1 pour toutn €IN.
b) La suite (u,) est croissante
4) Montrer alors que la suite (u,,) est convergente et calculer sa limite L

B, RN R NN,
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EXERCICE N4 :

Soit (a,) une suite réelle définie sur INpar:ay = leta,,; =

an
1+/1+a,?
1) a) Montrer que pour toutn €IN,ona:0<a, <1
b) Etudier la monotonie de (a,), puis déduire qu’elle converge et calculer sa limite L.

t
2) a) Vérifier que pour tout x€ ]0, %], ona:——— tan(g)

1++/1+(tanx)?

b) Montrer que pour toutn €IN,ona: a, = tan (2;12) Retrouver alors lim a,

n—-+oo
3) Pour tout n€ IN, on pose S,, = YX%_,(=1*a, , u, =Sz et v, = Sypi1
a) Calculer: ug et v,
b) Montrer que les suites (u,) et (v,,) sont convergentes vers la méme limite L.

) Montrer que 2—V2 <L <1

EXERCICE N5:

Soit la suite (u,,) définie sur IN* par: u, = \/_ +—= \/_ +—= \/_ + -+ —= \/_

1) Montrer que suite (u,) est croissante
2) Montrer que pour toutn € IN* ona: u, = v/n.En déduire 11m Uy

EXERCICE N6:

On consideére la suite (u,,) définie sur IN par: u,, = 3—n

Un+1

1) a) Montrer que ”

4 .
= 7 pour tout entier natureln > 3

L qs . 4
b) En déduire que pour tout entier naturel > 3,ona:u, = (5)” 3ug

c) Déterminer alors lim u,

n—+oo
3K
2) On pose Sn=2f<l:3 o

k
1 «n-3 (3 s
Montrer que pour toutn=3,ona:S, < = > ﬂzg (Z) . En déduire que pour toutn>3,ona:S, < 4

EXERCICE N7:

u1 = _2
Soit la suite réelle défini IN* :
oit (u,) la suite réelle définie sur par {un+1 =m

1) a) Calculer: u,, uz et uy.
* . - 2 T
b) Montrer que, pour toutn € IN*,ona: u, = 2 — 4.sin P

c) En déduire la valeur de sin %

2) a) Montrer que pour toutn € IN*,ona: Uy, — 2| < %Iun - 2|

n-3
b) En déduire que : pour toutn € IN*,ona: |u, — 2| < G) .

c) Déterminer alors limu,

n—+oo
EXERCICE NS8:

Soit (u,,) la suite réelle définie par: uy=1;u;=2et un+2—n+ u, VnelN.
. _ (Zn)' 1
1) Montrer que pour tout entier naturel n,ona: u,, = 2 X om

2) Soit la suite (v,) définie sur IN par : v, =(nh+1)u,. Up4q

Montrer que (v,) est une suite constante et calculer cette constante.
3) Exprimer alors u,,; en fonction de n.
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EXERCICE NO9:

On considere les suites réelles (u,) et (v,,) définies par:

Un+2v. Un+3v
—" et vy =—; n€EIN

Uy =12 , vy =1, upyq =
1) Montrer que la suite (u,, — v,,) est géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
2) En déduire que pour toutn €IN,ona:u, = v,
3) Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite £.
4) On pose pour tout n €IN, t, = 3u, + 8v,

Montrer que (t,) est une suite constante. En déduire la valeur de #.

EXERCICE N10:(QCM)

(-D™. sin(n)

1) Soit la suite (u,) définie sur IN*par: u, = alors :

a) lim u,=-1 b) lim u, =0 ¢) lim wu, n’existe pas

n—-+oo n—+oo n—+o
N s 1+(3) -1
2) Soit la suite (u,) définie sur IN par: u,, = T alors :
7
. : 1 :
a) nl—lg-looun =0 b) nl_l)rilooun =3 c)nl_l)n:wun =+

3) Soit la suite (u,) définie sur IN*par: u, = n. sin(zf). Alors :

a) lim u, =2r b) lim u, =0 ¢) lim wu, n’existe pas
n—+o n—+oo n—+oo
ro- - r - 1_(_1)n
4) On désigne par (u,) la suite définie par u, =————, n2>1.
2n+(-1)
a) lim u, =0 b) lim u, = —o ¢) lim wu, n’existe pas
n—+oo n—+oo n—+oo

EXERCICE N11:

On considére les suites U et V définies sur /N par :

2 Up+Vy
Uy =2 et pourtoutn € IN 1, =0 et Uyyq = _
1) Calculer:V,,U;,V;,U; etl;.
15U,<2
2) Montrer par récurrence que, pour toutn € IN,ona: et
1<V, <2
(Un _Vn)z
3) Montrer que, pour toutn € IN,ona: U, 1 —V,iq = AR [1] (On pourra remarquer

que : U,.V;, = 2).
4) Montrer par récurrence, que pour toutn € IN,ona: U, > 1, .
5) Montrer que U est décroissante et que V est croissante.
6) Montrer que, pour toutn € IN,ona: U, =V, < 1.
En déduire que (U, — V)2 < U, —V,. [2]
7) En utilisant les relations [1] et [2], montrer que, pour tout n € IN,on a:

1
Uny1 = Va1 < E (Un — V).
1 n
En déduire que, pourtoutn € IN,ona: U, —V, < (E) .

8) Montrer que les deux suites U et V sont convergentes vers la méme limite € qu’on calculera.
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