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Autour des nombres entiers
1. W La conjecture suivante est-elle exacte : tout nombre entier naturel
peut s’écrire sous forme de la différence de deux carrés.

2. W A quelle condition un entier naturel peut-il s’écrire comme somme
de plusieurs entiers consécutifs ?

Diviseurs-Multiples
3. M Trouver un multiple de 7 qui ne s’écrit qu’avec des 9.

4. ® Démontrer que quels que soient les entiers naturels a et b, le nombre
(a+b)’ —a’—b’ est un multiple de 7. Etudier une généralisation de ce
résultat.

5. M Démontrer que tous les termes de la suite définie pour n 0 par
u, =n(n+1)(2n+1)(3n* +3n-1)
sont des multiples de 30.

6. M aet b sont deux entiers naturels. Démontrer que ab(a® — b?) est un
multiple de 3.

7. W Démontrer que si le nombre entier naturel n n’est pas un multiple de
3, alors n® — 1 est un multiple de 3.

Quand I’algeébre vole au secours de I’arithmétique

8. W 1) Vérifierque 2*"*2+1 =2 12"+ ™1+ 2" 1+ 1), ou
n désigne un entier naturel.

2) En déduire trois diviseurs de 2% + 1.

9. M adésigne un réel quelconque
Montrer que :
a®—a+a'-a’+1=(a*+5a’+7a’+5a+1)*—10a(a’ + 2a® + 2a + 1)
En déduire que :
al’+1=(a?+1)((@*+5a°+7a® +5a + 1)* — 10a(a® + 2a% + 2a + 1)?)
2) En déduire une factorisation de 10*° + 1 comportant 3 facteurs.

Conditions pour qu’un entier b divise un entier a
10. ® Comment choisir I’entier relatif n pour que n + 7 divise 3n + 27 ?

11. ® Soit n un entier naturel.

Montrer que :n®~n=(n+2)(n’~2n+3)—6
n’—n

n+2

En déduire les valeurs de n pour lesquelles est un entier.

12. W Trouver tous les entiers positifs n tels que soit un entier.

n®+5
n>+7

13. ® Déterminer tous les entiers relatifs n tels que p = n®— 3n + 6 soit un
multiple de 5. On pourra a cet effet calculer la différence p — (n — 9)>2.

14. B Pour vérifier qu’un nombre est divisible par 7, on peut appliquer la
méthode suivante :
on prend tous les chiffres sauf le dernier ;
on soustrait 2 fois le dernier ;
on Vérifie si le résultat est divisible par 7.
Appliquer cette méthode aux nombre 364, 123769.
Expliquer pourquoi ce critere fonctionne.

Les nombres entiers de la forme 2" — 1.
15. ® 1) Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positif de n.
Montrer que pourtouta 1, a" — 1 est divisible par a® — 1.
En déduire des diviseurs des entiers suivants :
218 _ 1 .
054 7.
0254 4
Est-il possible d’obtenir par cette méthode des diviseurs de 2'* — 1 ? Ce
nombre admet-il pour autant des diviseurs ?
2) En déduire que 2'%% — 1 est divisible par 3, 7, 9 et 511.

Equations diophantiennes
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16. ® Une équation diophantienne est une équation que 1’on cherche a
résoudre en nombres entiers (Diophante fut un mathématicien grec qui a
vécu entre le 11° et le V® siécle de notre ére). Trouver si possible des
solutions aux équations diophantiennes suivantes :

a’+b*=c

a+b’=c’

a+b’=c3+1

a+p*+c’=d’®
(Indication : il existe une solution constituée d’entiers consécutifs)
5) a® + b* = d° (Indication : 22 + 2°=2°...)

17. W Trouver tous les entiers naturels dont le produit dépasse la somme
de 129.

18. B Une puissance de 2 augmentée d’une unité peut-elle étre un cube ?

bdans *de 22 _ 6
a“+b° 37

19. m Determiner les solutions a
Division euclidienne

20. B Sachant qu’il existe un entier q tel que 100 = 13q + 35, écrire la
division euclidienne de 100'® par 13.

21. W Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Déterminer le quotient et le
reste de la division euclidienne :

1)den’+n+1lparn+1;

2)den®*+n+1lparn+2;

3)de2"—1par2"

22. W x est un entier relatif.

1) a) Montrer que le reste de la division euclidienne de x* par 8 est 0, 1 ou
4.

b) Que dire de ces restes si x = 2k + 1 ou k est un entier relatif ?

2) a) Résoudre I’équation x* = 8y + 1 d’inconnue (x, y) dans  x

x> -1

b) Montrer que la parabole (P) d’équation y = passe par une infinité

de points a coordonnées entiéres.

23. W 1) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2°" par 9 pour
tout entier naturel n, puis le reste de 2*® par 19.

2) En déduire que 22" +3 est divisible par 19 pour tout entier naturel n.

24. W n étant un entier naturel, on pose A =n”*-n+1.

Montrer que les nombres A, et A, + 7 ont le méme reste dans la division
euclidienne par 7.

Etudier les restes successifs des divisions euclidiennes par 7 des nombres
An.

En déduire les entiers naturels n tels que A, soit divisible Ear 7.

Donner le reste de la division euclidienne par 7 de 2008° — 2008 + 1 puis
de

23456789° — 23456789 + 1.
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DIVISIBILITE Corrigeé Dr. Amine Touati

Autour des nombres entiers
25. B On peut d’abord tenter d’examiner ce qui se passe en examinant la
répartition des premiers carrés :
0 1 4 9 16 25 36 49 64 81

+1 +3 +5 +7 +9 +11 +13  +15
+17
On constate que la différence entre deux carrés consécutifs donne un
nombre impair. Ceci se généralise sans peine : si on considére le nombre
imgair 2k + 1, il est clairement égal  la différence de deux carrés (k + 1)
- k-
Reste donc le probleme des entiers naturels pairs.
Il se régle facilement pour les multiples de 4. En effet, on peut observer
que :

4=2°-0%;
8=3"-1%;

12=4*-2°

etc.
et plus généralement, pourk 1

(k+1)2—(k—1)>=Kk*+2k + 1 — (K*— 2k + 1) = 4k.
Par suite, n’importe quel nombre de la forme 4k, avec k

comme différence de deux carrés.
Quid des entiers congrus & 2 modulo 4, comme 2, 6, 10, 14, etc. A
premiére vue, il semble impossible de les écrire comme différence de deux
carrés.
Examinons de plus prés une égalité du type

a’—b® = 4k + 2 soit

(a—b)(a+b)=2(2k + 1)
avec a, b et k entier naturels, a > b.
Tout est basé sur I’argument suivant : a — b et a + b ont toujours la méme
parité, tous les deux pairs ou tous les deux impairs (vérification
immédiate).
L’égalité est impossible puisque I’autre membre représente un nombre qui
est le produit de 2 par un nombre impair, autrement dit le produit de deux

1, peut s’écrire

nombres de parités différentes (si a — b et a + b sont tous les deux pairs,
apres simplification par 2, on arrive a un nombre impair égal a un nombre
pair; si a—beta+bsonttous les deux impairs, leur produit est impair
et ne peut pas étre égal a un nombre pair).

Bilan : les nombres qui peuvent s’écrire sous la forme de deux carrés sont
tous les entiers. exceptés ceux qui sont congrus a 2 modulo 4.

26. ® La encore des essais s’imposent. La question est volontairement
ouverte. Apres quelques calculs rapides, on constate que ni 2 ni 4 ni 8 ne
peuvent se mettre sous la forme d’une somme d’entiers consécutifs. En
revanche
1=0+41;3=14+2,5=2+3,6=1+2+3,7=3+4;9=4+5=2+
3+4

La tentation est grande de conjecturer que n peut s’écrire comme somme
d’entiers consécutifs si et seulement si N n’est pas égal & une puissance de
2 (hormis le cas 2° = 1).

Examinons d’abord ce que sont les sommes d’entiers consécutifs :

(a+1)(2p+q)

...Suite
5 (

iZl:p"‘i: p+(p+1)+..+(p+q)=

arithmétique...)
Or, q + 1 et 2p + g sont de parités différentes (regarder ce qui se passe
lorsque g est pair, puis lorsque g est impair).
Il'y a donc nécessairement un facteur impair dans la décomposition de la
somme, ce qui justifie que la somme ne pourra jamais étre égale a une
puissance de 2.
Réciproquement, si n est un entier qui n’est pas une puissance de 2, il
possede au moins un facteur impair b > 1. On peut donc I’écrire sous la
forme n = a x b, ou a est un entier éventuellement égal a 1.

Il reste a trouver p et g tels que (Q+ 1)22|0 +q) _ a x b soit encore (q +

1)(2p + q) = 2ab.
Par identification, on peut trouver a priori deux solutions au moins :
{q+1:2a { q+l=hb
2p+q="h ou 2p+Qg=~2a
soit :
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{ q=2a-1 { q=b-1
_b-2a+1quy _2a-b+1
P=3 P=7
Remarquons que b étant impair, b —2a + 1 = b — (2a — 1) est pair, ainsi
d’ailleurs que le nombre 2a—b + 1 = 2a— (b —1) : la division par 2 donne
bien un nombre entier... En changeant la valeur de b, lorsque c’est
possible, on peut trouver d’autres solutions...

Ainsi, pour n = 244 = 4 x 61, avec donc a = 4 et b = 61, on sera amené par
exemple a résoudre le systeme :

{q”:g soit {p=27.
2p+qg=61 q=7

Ce qui donne 27 + 28 + ...
calculatrice :

+ 34 = 244... comme le confirme la

7
m (24 k) 244
k=0
EC27+k. k. 0.7

HEIT EAN AT FIIWC 1250

Diviseurs-Multiples
27. W Plusieurs approches sont possibles. Utilisons les plus simples pour
ce chapitre.
e Commengons par une méthode constructive : la multiplication a trous
que ’on compléte en commengant par les chiffres des unités et en
n’oubliant pas les retenues...

2?2 ?2 ? 7

X 7
9 9 9 9 9

Par exemple, le premier chiffre a droite est forcémentun 7, car 7 x 7 =49 ;
donc on pose 9 et on retient 4.
Pour le chiffre qui vient apres, ¢’est forcément un 5 car 7 x 5 = 35, plus 4
de retenue donne 39 ; on pose 9 et I’on retient 3. Etc. On s’arréte quand il
n’y a plus de retenue et qu’on peut écrire la multiplication compléte. Ce
qui arrive assez rapidement...

1 4 2 8 5 7
X 7

9 9 9 9 9
De facon analogue, on peut poser la division de 9999... par 7 (en
adjoignant un 9 de plus dans I’écriture a chaque étape) et on s’arréte au
premier reste nul.

9 9 9 9 ... |7

On obtient finalement 999 999 = 7 x 142 857.
¢ Enfin une autre méthode, liée au développement décimal périodique de

%, peut étre signalée : la plus joli sans doute, la plus rapide aussi...

On sait que % =0,142857 142857...

6
Par suite, % = 142857,142857... = 142857 + % si bien que 9997999 -
142857.
Par suite, on en tire 7 x 142857 = 999999.

Remarquons aussi que 111111 est un multiple de 7, qui ne s’écrit qu’avec
des 1.

28. B ] suffit d’écrire :

7 7 7 7 7 7
(a+b)7 —a’ -b" = [1]a6b+(2ja5bz +(3ja“b3 +(4J a’p* +(5]a2b5 +(6)ab6

=7a’b+21a’h? + 35a*h® + 35a°b* + 21a%b® + 7ab®
=7 (aeb +3a°h? +5a’b® +5a°p* +3a%b° + ah® )

On a bien un multiple de 7 car les coefficients [Q qui interviennent sont

des multiples de 7 ...
nombre entier...

et que le deuxieme facteur de cette égalité est un
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Pour généraliser, on peut montrer que si p est un nombre premier, alors

pour tout entier k tel que 0 <k <n, [E) est un multiple de p.

(P)__ bt _p(p-1)(p-2)..(p-k+1)
En effet, ona: (kj— k!(pp_k)! = k(k-1).2 4

Si p est premier, on sait que chacun des nombre k, k — 1, ..., 2, 1 est
premier avec p : il en est de méme de k!.
Comme par ailleurs k! divise p(p — 1)...(p — k + 1), c’est donc que k! divise

(p-1)..(p —k +1):on en déduit donc que (E] est un multiple de p.

Par suite, le résultat proposé est aussi vrai si p est un nombre premier.

29. B On peut commencer par calculer les premiers termes, a I’aide d’une
Voyage 200 :

T A1 sebralo o te |t her Pran 10[c1 e Us] |

wnin+ 110z n+ 103 nE+3n-1] 5 um

Done
LEFINE)] 0]
LEFIS ] ]
= L2 alo
LRFY 2940
Rl F I 10620
DEG AUTO ZEQ BSE0
Remarquons que
Uy =U, = (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)(3(n+1)" +3(n+1)-1)-n(n+1)(2n+1)(3n* +3n-1)
=(n +1)((n + 2)(2n+3)(3n2 +9n+5)—n(2n +l)(3n2 +3n—1))
=(n+1)(6n* +39n° +91n* +89n +30—6n* —9n° —n* +n)
= (n+1)(30n® +90n* +90n + 30)

=30(n+1)(n*+3n” +3n+1)=30(n+1)’

La calculatrice peut d’ailleurs effectuer ce calcul pénible.

I‘h T Fer Trsv‘l' G TE FE™

- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTElean Llpm

wnin+ 100z n+ 1032+ 3 n-1] s um
Daone

much+ 1) - uln)
a-(n+ 1 (n+3n2e3n+1)
lFactDP[EIEI-(n+ 1)-[r'|3 +I3nZ+3on+ 1]]
za-in+ 174

factor{ans<i>)
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Il est immédiat que u,,,-u,est un multiple de 30, quel que soit I’entier
naturel n.

Par suite u, =(u, —u,,)+ (U, —U, ,)+...+(u, —u,)+(u, —u, )+u, est un multiple
de 30 comme somme de multiples de 30.

30. M Si a ou b sont des multiples de 3, ¢’est immédiat.
Sinon ils peuvent s’écrire sous la forme

a=3k+¢g, b=3k+g,
avec g ==+1 et ¢, =£1.
Alors :

a® —b? =(3k +&) —(3k, +&,) =9k2 —9k,? + 66k 65k, +&° &,

=9k” -9k, + 6k —6¢&,k,

car &’ =¢,° =1.
Ce dernier nombre est clairement un multiple de 3, ce qu’il fallait prouver.

31. B Un entier naturel n qui n’est pas multiple de 3 s’écrit sous la forme
n=3k+1.

Par conséquent n’ —1=(3k+1)" —1=9k” 6k +1-1= 9k’ +6k =3(3k” £ 2k).
Comme 3k?+2k est un entier naturel, on a bien prouvé que n? — 1 est un
multiple de 3. Remarquons qu’il ne I’est pas lorsque n = 3k.
Alorsn®—1=9k*—1 = (9k* — 3) + 2 = 3(3k* — 1) + 2 a pour reste 2 dans la
division par 3.

Quand P’algebre vole au secours de I’arithmétique
32. W 1) |l suffit d’écrire...
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(22n+1 _2n+1 +1)(22n+1 +2n+1 +1) :(22n+1 +1)2 _(2n+l)2
:24n+2 +2X22n+1 +1_ 22n+2 — 24n+2 +1
2) Ceci permet de factoriser les nombres de la forme 2° — 1 quand p est de

la forme
4n + 2... comme le montre I’exemple suivant :

258 | 1 _ o%d4+2 L q _ (22><l4+1 _ ot +1)(22x14+1 4 ot +1)

= (2% -2 +1) (2% +2° +1)
La factorisation obtenue est confirmée par la calculatrice, alors qu’elle
aurait été obtenue tres difficilement avec factor :

|’F1 T Fev T v T i TE 5 T ]‘Fi T Fev T v T i TE 5
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Up - E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTClean Upﬁ

= HewProb Done
w38y 2802303761517 11745
m22% 134 SIE2IE145
w224 0l3 STcanzoal™ HewProb Done

® factor{ 336838145 5 10F3IETE29
ZEE230376151711745m factor) 336903651) 336303651

536903681 *5368381 45 I 5ctor (536903681 )

CYRZZARD DEG AUTO ZEQ ESE0 ARIT EAD AUTO FUMC /30

mDE6O036S] - D36538145

C’est un nombre de 18 chiffres que la calculatrice parvient a factoriser
avec sa fonction factor, mais assez péniblement. La factorisation
algébrique déja obtenue facilite grandement les choses : chacun des deux
nombres intermediaires obtenus se factorise presque instanément.
Remarquons que, sans le calculer, on peut remarquer que 2%° — 2%° + 1 est
divisible par 5. En effet, on sait que 2* = 1 (mod 5), donc 22 =2%®x2=2
(mod 5).

Enfin, 2%° = 2% x 2% = 3 (mod 5).

Si bien que 2¥ - 2® +1=2-3+1=0 (mod 5).

Une factorisation compléte de 2% + 1 peut étre tentée par ce procédé.

33. B 1) C’est I’objet d’un calcul algébrique classique, un peu pénible, que
la calculatrice gére parfaitement...

e d2ir | cate ot rer FronTolcies Us| |

2
lexpand[[a4+5-53+?-az+5-a+ 1] -1@-F
2% - a8+t -a%41

W 2—10*¥a¥Ca*3+2xa"2+2¥ar1 222

CYAZSARD DEG AUTO SER 17450

Par ailleurs, on sait que

a"-a’+a'-a’+1=1+(-a")+(-a’ )2 +(—a2)3 +(—az)4

1-(-a) 1eat

1-(-a%) C1+a’

D’ou le résultat : 2% + 1 = (a® + 1) ((@* + 5a° + 7a® + 5a + 1)° — 10a(a’ +
2a’ + 2a + 1)?)

2) C’est un résultat qui permet des factorisations, comme celle de 10*° +
1.

10° +1=(1000)" +1

_ 2 4 3 2 2 3 2 2
= (10007 +1)( (1000 +5x1000° + 7x1000” +5x 1000+ 1) ~10000(1000° + 2x 1000 + 2x1000+1)

Comme 10000 est le carré de 100, on peut factoriser la deuxieme
parenthése. Pour gagner du temps, il vaut mieux faire les calculs avec la
voyage 200.

|‘F1 T Fer T [ T G TE {5
- E AlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTElean Up
= 10002 + 1 100E6E 1

w1o0et + 5 1000° + 710002 + 5. 1000 + 1 + 1P
1105207205101

w1aeet +5 1000% + 7 10002 + 51000 + 1 - 1P
Q4506204901

= o0420e2a490]1 - 1103207205101 - 1088661
yejelelafefefelale]a]e]a]e]ala]a]a]a]clala]ale[ala]a]afa]a ]

. 804701 %¥11052072051 01 *1 000001

CYRZSRRD DEG AUTO SER NS0

On obtient donc la décomposition :

10% + 1 = 1000001 x 1105207205101 x 904806804901
On peut alors, grace a la fonction factor de la calculatrice la décomposition
compléte en facteurs premiers, en décomposant chacun des petits facteurs
obtenus :

2o0ié
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® factard 10OOE01) 161 - 9901
= factor 1105207205101 2796139526741
® factor{ 9045065049011 6135414135901
 factor 1679 + 1]

£1-101° 35419901 - 27961 - 4188901 - TIS2E7
factorC1030+1>

CYRZZARD DES AUTO SER NS0

La décomposation directe de 10%° + 1 demande prés d’une minute de
travail a la voyage 200.

Conditions pour qu’un entier b divise un entier a
34. ® On peut écrire, par exemple par division euclidienne :

3n+27 6
=3+
n+7 n+7
3n+27

Dire que

= est un entier équivaut a dire que % en est un, autrement
n+

dit que n + 7 divise 6.

Les diviseursde 6 sont 1et-1,2et-2, 3et-3, 6 et 6.

Ce qui donne pour n les valeurs :
n+7=1,soitn=-6;
n+7=-1,s0itn=-8;
n+7=2,s0itn=-5;
n+7=-2,s0itn=-9;
n+7=3,s0itn=-4;
n+7=-3,s0ithn=-10;
n+7=6,soitn=-1;
n+7=-6,soitn=-13.

35. W Il est immédiat de vérifier que, pour tout entier n, n°* —n = (n + 2)(n?
—2n+3)-6.

3 _ K . . ,
n 2” = n? —2n+3—n—6.2 (on aurait pu aussi obtenir ce résultat en
+

Par suite

effectuant la division euclidienne de n* —n par n + 2).
Il est clair que n?— 2n + 3 est un entier lorsque n en est un.

n®—n

n+2

Les diviseursde 6 sont 1et—-1,2et-2, 3et-3, 6 et—6.

Ce qui donne pour n les valeurs :
n+2=1,soitn=-1;
n+2=-1,s0itn=-3;
n+2=2,sitn=0;
n+2=-2,s0itn=-4;
n+2=3,s0itn=1;
n+2=-3,s0ith=-5;
n+2=6,s0itn=4;
n+2=-6,soitn=-8.

Et ce sont les seules valeurs.

Par suite, est un entier si et seulement si n + 2 divise 6.

36. B On peut conjecturer une réponse a I’aide de la calculatrice. ..

I‘Fi T B B & Trs Trsv]’ 7 ]
- E Flot. Setup(Cell [Header|Calc|Util [Stat

DATA
1

27
S
13-11
2

3
ES-16
22143

c2=Cc1*3+5)/(c1*2+7)

ARIT KAD AUTO FUNC

Seuls p = 3 ou p = 4 semblent convenir (on a testé tous les entiers de 0 a
30).
Transformons 1’écriture par division euclidienne :
n® 45 n(n2+7)—7n+5 n-5
n+7 n?+7 "
Procédons a I’analyse du probléme.
n’+5 n*+5 7n-5

T soit un entier. Alors p=n-— o= en est aussi
+ + +

R I R
|| [ 2= 2

Soit n tel que

un.

Manifestement n ne peut pas étre égal a 0 (—5/7 n’étant pas un entier) ; par
conséquent, n est au moins égal a 1, et p est un entier positif.

Plus précisément, p Vérifie la relation :
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ng Soit pn®*—7n+7p+5=0...
n“+7

Une équation du second degré se cache derriére cette égalité... saufsi p =
0 qui conduiraita n=5/7... qui est impossible !
p est donc un entier strictement positif.
n est donc effectivement solution de I’équation pX?-7X +7p+5=0. Le
discriminant de cette équation vaut :

A=49-4p(7p+5)=-28p° —20p-+49.
L’équation ayant au moins une solution, n, ce discriminant est positif ou
nul...
Ce discriminant est lui-méme un trindme du second degré en p, dont le
discriminant réduit vaut :

100—(-28)x49 =1472 >0

.. par suite, le trinome en p posséde deux racines :

Fllgebr*a l:ali: Dt-her*TPr‘ngDTElean Llpm

'28

.WTT jSH??' -1.01309472095

o _tlo-[1472 4-[FZ+5
-28 14

18- 11472 1.72739043523

-

( 1H (14723328

KAD AUTO FUMC 4730

Puisque A =-28p” —20p+49 >0, p est donc situé entre les racines. La seule
valeur entiere possible est : p = 1 (0 a déja été exclu).

Finalement n est solution de 1’équation X* — 7X + 12 = 0, dont les solutions
sont3et4...

soit un entier.

3
Reéciproquement, ces valeurs conduisent bien a ce que ”2 +57,
n-+

On I’a d’ailleurs déja vérifi¢ a la calculatrice.

37. B Une recherche a la calculatrice permet d’anticiper la réponse :

e d2ir | cate ot rer FronTolcies Us| |

2

BpS —-F-n+ &+ pln) Dohe
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Calculons la différence p — (n— 9)?:

p—(n—9)2 =n?-3n+6-n”+18n-81=15n-75="5(3n-15)
Ce dernier résultat est un multiple de 5. Donc dire que p est un multiple de
5 équivaut donc & dire que (n — 9) I’est aussi.
Ceci a lieu si et seulement si n — 9 est un multiple de 5 (en effet, si 5 divise
(n — 9)?, le facteur premier 5 intervient dans la décomposition de (n — 9)?,
donc dans celle de n — 9 ; la réciproque est immédiate).
Autrement dit, il existe un entier k tel que n—9 =5k soitn =5k + 9 = 5K +
4 : n est donc congru a 4 modulo 5.
Réciproquement si n = 5K + 4, alors (n — 9)” = 5K — 5 est clairement un
multiple de 5.

38. W Les critéres de divisibilité peuvent étre vus comme la mise en
ocuvre simple d’algorithmes. En fait deux algorithmes sont en
confrontation : celui de la division et le critere de divisibilité proprement
dit (avec 7, la division est a peine plus longue, ce qui fait que le critere de
divisibilité est peu employé).
Appliquons le critere proposé. On applique de proche en proche le procédé
jusqu’a reconnaitre un multiple de 7, ou non :

pour 364, 36 — 2 x 4 = 28 qui est un multiple de 7 ;

pour 123769, 12376 — 2 x 9 = 12358 ; 1235—-2 x 8 = 1219 ; 121 —

2x9=103; 10 -2 x 3 =4 qui n’est pas un multiple de 7
L’explication peut étre donnée sur un exemple, le premier 364.
Dire que 364 est divisible par 7 équivaut a dire que le sont chacun des
nombres suivants :

36 x10+4

36x10+4-21x4

36 x10-4x20
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(36 -2 x 4) x 10

36 — 2 x 4 aussi.
Soit A un entier naturel, se décomposant en base 10 sous la forme
aa_,..aa, . Montrons plus généralement que : 7 divise n si et seulement si
7 divise aa,,..a —2xa,.
Supposons d’abord que 7 divise aa_,..aa, ; comme par ailleurs 7 divise
21, on peut affirmer que :
7diviseaa ,..aa, —2la, =aa, ,..a x10+a, —2la,

=28, ;.8 x10-202, =10(a,a, ;.3 ~ 23,

Comme 7 est premier et que 7 ne divise pas 10, d'apres le théoreme de
Gauss, on en déduit que 7 divise aa, ,..a —2xa,.
Réciproquement, si 7 divise a a_,..a, —2xa,, il divise aussi

10(anan_l...a1—2a0) qui est égal a a a_,..a x10—20a, et donc aussi
aa, ,..ax10-20a,+21a, =a,a, ,..8,a, .

Les nombres entiers de la forme 2" -1
De nombreux résultats d’algebre, en particulier ceux liés aux polyndmes,
trouvent naturellement une application en arithmétique. On retrouve en
particulier les identités remarquables suivantes (x et y sont des entiers
relatifs et n un entier naturel) :
XY= (x=y)x+y)
X =y = (=9 +xy+y)
X =y = (X=y)(X* + Xy +xy° +Y)
Plus généralement,
Xn_yn = (X_y)(xn—l + Xn—Zy + ... Xyn—z + yn—l)

ce que I’on vérifie immédiatement en développant le membre de droite.

En supposant maintenant n impair, on peut donc écrire, en remplacant y
par -y :
X'=(=y)" =Xy = (= (X E ) X () X (
-2 -1
)"+ Y))
On obtient ainsi une autre identité remarquable trés utile en arithmétique :

Xn+yn=(x+y)(xn—l_ n-3,,2 n-2

n-1

XAy oy YT

W.

39. ®m Comme d est un diviseur positif de n, on peut écrire n = dk, avec k
entier naturel.

a" -1=(a’) -1
dont on sait, en utilisant la premiére des identités remarquables rappelées
plus haut, qu’il est divisible par a’-1.

Ceci permet d’obtenir des diviseurs de PR
28 ~1:2°+1=513;2°+1=65;2+1=9;2°+1=5;2"'+1

=3.
i A L T L Upﬁ

mliztdin[21% - 1]
£1 262143 3 o738l 7 3449 9 Zp

wz18_y 262143
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Remarquons qu’on n’obtient pas ainsi tous les diviseurs... Par exemple

87381 est passé entre les mailles...

Méme raisonnement pour les deux autres nombres.

On n’obtient pas de diviseurs propres de 2! — 1 par cette méthode car 11
est premier. Pourtant ce nombre admet des diviseurs, comme le montre

I’écran suivant :

B factor 20470 235-8%
factorC2047>

HEIT hFs ANTR <F 440

2) Les premiers diviseurs de 1998 sont : 2, 3, 6, 9, 18 etc.
Par conséquant, 2°% — 1 est divisible par :

22_1=3
22 -1=7
2° _1=63
29 1=511

Pourquoi est-il divisible par 9, comme le demande 1’énoncé ? Le nombre
est en fait divisible par 2'® — 1 = 262143... qui lui-méme est un multiple
de 9.

Equations diophantiennes
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40.m @ + b? = ¢*: Un triplet d’entiers solution de cette équation est
appelé triplet pythagoricien. Le plus célebre est sans doute (3,4,5).

a>+b®=c®: un des cas particuliers du célebre théoréme de Fermat.
Autour de 1637, Fermat a écrit dans la marge de son livre des
Arithmétiques de Diophante :

« D’autre part, un cube n’est jamais la somme de deux cubes, une
puissance quatrieme n’est jamais la somme de deux puissances
quatriemes, et plus généralement, aucune puissance supérieure a 2 n’est
la somme de deux puissances analogues. J’ai trouvé une merveilleuse
démonstration de cette proposition, mais la marge est trop étroite pour la
contenir. »

Malheureusement, personne n’a retrouvé la merveilleuse démonstration de
Fermat, probablement fausse d’ailleurs... De nombreux mathématiciens,
et non des moindres, se sont attelés a la tdche mais le grand théoreme de
Fermat, dans toute sa généralité, s’est obstiné & demeurer inaccessible. 1l a
fallu attendre plus de 350 ans pour qu’Andrew Wiles, en 1993 (mais il y a
avait un « trou » dans sa démonstration), puis en 1994 (sans « trou » cette
fois), propose a la communauté mathématique une démonstration de cette
conjecture.

ad+bi=c+1:

Tk dira o ote ot her FromTolcies Ug| |

miad gl 1729
w1234 g 1729
12+3+1
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a+p*+c’=d’
Cherchons avec la calculatrice une solution constituée d’entiers
consécutifs.
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u HewProb Done
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Onadonc 3% + 4%+ 5° = 6°.

5)a’+b*=d°

On sait que 2% + 224 = 2% soit (2°)’+(2°)" =(2°)". Une solution est 256, 64,
32.

41. W Si on appelle x et y les entiers cherchés, I’équation a résoudre est :
Xy — (x +y) = 129.

Pour résoudre cette équation, on se raméne a une recherche de diviseurs en

factorisant.

Il suffit de remarquer que (x—1)(y-1)=xy—x—y+1.

L’équation équivaut donc a :

(x-1)(y-1)=130.

Tout revient a chercher x — 1 et y — 1 parmi les diviseurs de 130, qui sont :
{1,2,5,10,13,26,65,130}

Les solutions, pour celles qui sont toutes les deux positives, sont :
X—1=1lety—-1=130soitx=2ety=131
X—1=2ety—1=65s0itx=3ety=66
Xx—1l=bety—-1=26s0itx=6¢ety=27
X—1=10ety—-1=13soitx=11lety =14
Xx—1=13ety-1=10soitx=14ety=11

... mais on constate ici que 1’on retrouve les mémes valeurs que plus haut,

en échangeant x et y.

Réciproquement ces solutions conviennent toutes.

42. W 11 s’agit de résoudre en entiers naturels I’équation 2" + 1 = m®,
Supposons qu’il existe une solution (n,m) a cette équation. Il est alors clair
que m® est impair, donc m est aussi.
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Onadonc :
2"=m*-1
2"=(m-1)(m*+m+1)
Il existe donc des entiers naturels s et t, inférieurs ou égaux a n, tels que :

m-1=2°
{mz +m+1=2"
Remarquons qu’on ne peut pas avoir s = 0 (m vaudrait 2 d’apres la
premicre équation... mais la seconde ne serait pas vérifiée...), ni t =0 (m

vaudrait 0 ou —1 d’apres la seconde équation. .. impossible d’aprés la
premiére...)

Par conséquent, (m-1)° =m? —2m+1=2%.
On en déduit que :
(m* +m+1)—(m* —2m+1) = 2' = 2%
3m=2'-2%
Le second membre est bien un nombre pair car t et s sont non nuls.

Or, comme m est impair, 3m I’est aussi ; il ne peut pas étre égal a un
nombre pair. L’équation proposée n’a donc pas de solutions.

43. B Soit (a,b) un couple solution. Posons S=a+betP=axb.
Onaalors:

3 _ 8 it 375 - 6(S* —2P) s0it 12P =S (65 -37).

S?-2P 37
En conséquence, 12 divise S(6S — 37).
Remarquons que ni 2 ni 3 ne peuvent diviser 6S — 37 (sinon ils diviseraient
37).
En d’autres termes, 6S — 37 ne possede ni le 2 ni le 3 dans sa
décomposition en facteurs premiers.
Comme S(6S — 37) est un multiple de 12, c’est nécessairement S est un
multiple de 12.
Il existe donc un entier relatif k tel que S = 12k.
On en déduit :

P =k(72k—37)
a et b sont donc solutions de 1’équation du second degré :

X2 —12kX +72k* -37k =0.

Le discriminant réduit de cette équation est :

§ = 36k? — (72k? — 37k) = 37k — 36K>.
Comme I’équation admet par hypothése des solutions, c’est que ce
discriminant est > 0.
Donc k est situé entre les racines, qui sont 0 et 37/36 : les deux seules
valeurs possibles de k sont donc 0 ou 1.
k =0 conduita S =0, ce qui est impossible car alors 6/37 serait nul !
k =1 donne 6 = 1, donc les solutions de 1’équation sont a =7 etb =5 (on
rappelle que a b)

7+5 6

Réciproquement, on peut vérifier que — = —.
proq p q 7.5 37

Division euclidienne
44. m || est clair que 100'® = 13q + 2 x 13 + 9 soit 100*® = 13(q + 2) + 9.

Comme 0 C 9 < 13, cette derniére écriture est bien celle de la division

euclidienne.
Ce résultat peut se retrouver avec la calculatrice et mod... Mieux encore,
avec ses neurones, en remarquant que 13 est un nombre premier, donc le
petit théoreme de Fermat permet de prouver que :

1007 =1(mod13) donc (1002)° =100% =1(mod13).

Par conséquent,

100" =100® x100* =100* (mod13).
D’autre part, 100 = —4 donc 100? = 16 = 3 et 100* = 9 (mod 13).
On retrouve le fait que 100" = 13q + 9.

45. m 1) Il est clair que n*+n+1=n(n+1)+1.Onabien0C1l<n+1lcarn
est un entier non nul. Le quotient est donc n et le reste 1.

2) On peut écrire n’+n+1=(n-1)(n+2)+3 (c’est ce que suggere la division
euclidienne de n? + n + 1 par n + 2).

On a donc envie d’écrire que le reste dans la division de n? + n + 1 par n +
2 est3... c’est bien le cas si 3 < n + 2 ¢’est-a-dire si n > 1. le quotient est
alorsn—1.
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Si n=1, il s’agit d’effectuer la division euclidienne de 3 par 3 : le quotient
est 1 et le reste 0.
3)Ona 2"—1=2x2"'-1=2"*+2"*_1, Le quotient est 1, le reste de 2" — 1

etonabien 0 C 2" ' —1<2" ! pour n entier naturel 1.

46. W 1) X peut donc s’écrire 8k, 8k+1,8k+2, 8k+3, 8k + 4, avec k entier
relatif quelconque.

Dans le premier cas, x° = 64k et le reste dans la division euclidienne de x*
par 8 est 0.

Dans le deuxiéme cas, on a x* = 64k? +16k +1 et il est clair que le reste dans
la division euclidienne de x? par 8 est alors 1.

Dans le troisiéme cas, on a x> = 64k? £48k +9 = 64k> + 48k +8+1 et le reste
est alors 1. Dans le dernier cas, on a x* = 64k? +64k +16 et le reste est 0.

b) Dans ce cas, cela correspond a x = 8k+1 ou X = 8k +3, et on constate
que le reste vaut toujours 1.

Autrement dit un nombre impair est toujours congru a 1 modulo 8, et si un
nombre a son carré congru a 1 modulo 8 il est nécessairement impair.

2) a) Soit (x, y) un couple d’entiers solution de cette équation. Alors, X* = 1
(mod 8)... ce qui prouve que X est nécessairement un nombre impair.
Posons donc x = 2k + 1. En remplagant dans 1’équation, il vient :

(2k+1)° =8y +1 SOit 4k*+4k +1=8y+1 d’ou 4k(k + 1) = 8y.
On en déduit quey = M%) (le produit de deux entiers consécutifs est
toujours pair, donc y est bien un entier).
On adonc (x,y) = (Zk +1,@j :

Réciproguement, on peut montrer que ces solutions conviennent
effectivement.
b) Une solution de 1’équation précédente est donc un point a coordonnées

2
entiéres de la parabole (P) d’équation y = XT_l . 1l y a donc autant de

solutions que de valeurs de k soit une infinité. Exemples de points : A(1,0),
B(3,1), etc.

47. W 1) Une étude & la calculatrice laisse penser que 2°" est congru a 1
modulo 9. C’est immédiat car 2°" — 1 = (2°)" — 1 est divisible par 2° — 1 =
64 — 1 = 63. C’est donc en particulier un multiple de 9.
2* =16 =-3 (mod 19), donc 2° = 9 (mod 19) et 2*° =81 = 5 (mod 19).
De proche en proche, 2" = 10 (mod 19) et 2718 = 20 = 1 (mod 19).
Ce qu’on aurait pu directement écrire d’apres le petit théoréme de Fermat
puisque 19 est un nombre premier...
2) On sait qu’il existe un entier relatif k tel que 2°" =9k +1. Donc :

2% = 250 22 = 4(9Kk +1) = 36k +4.
Par conséquent :

27" = 2%t o (29)" x2* =2* = -3(mod19)

ce qui prouve bien que 22" +3 est un multiple de 19 pour tout entier
naturel n.

48. ® Montre que A ., —A estun multiple de 7... il suffit de I’écrire :
A, —A :(n+7)2 —(n+7)+1-n’+n-1=n"+14n+49-n-7+1-n*+n-1
=14n+42

pour constater que ¢’est bien un multiple de 7. De proche en proche on
peut démontrer que pour tout entier relatif k :

A A Az Ao

ont méme reste dans la division par 7.

Il suffit de regarder ce qui se passe pour les entiersde 0a 6 :
A,=0°-0+1 =1 a pour reste 1 dans la division par 7 et les A,
aussi ;

A =1*-1+1=1 a aussi pour reste 1 dans la division par 7 et les A, ,
aussi ;

A =2°-2+1=3 apour reste 3 dans la division par 7 et les A, ,
aussi ;

A, =3"-3+1=7 apour reste 0 dans la division par 7 et les A, ,
aussi ;

A, =4 -4+1=6 a pour reste 6 dans la division par 7 et les A, ,

aussi ;
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A =5°-5+1=21 a pour reste 0 dans la division par 7 et les A, .
aussi ;
A =6°—-6+1=31 a pour reste 3 dans la division par 7 et les A, ,
aussi.

Les A, qui sont divisibles par 7 sont de laforme A, , et A, ..

2008 est de la forme 7k + 6, donc le reste demandé est 3...
123456789 est de la forme 7k + 1 donc le reste demandé est 1.
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