L.KAYRIDINE JANOURA
MR : AMMAR BOUAJILA ARITHMETIQUE

GSM :92 741 567 4°me VIATHS SERIE N°8

Exercice 1 :

1. Montrer que, pour tout entier n, les entiers 2n + 1 et 9n + 4 sont premiers entre eux.
2. Vérifier que (n? + 1)* = n(n® + 2n) + 1. Démontrer que n® + 2n et n® + 1 sont premiers entre eux.

3. On considere I'équation : 36z — 25y = 5 pour x et y entiers relatifs.
Montrer que, pour toute solution (z,y), = est multiple de 5.

Exercice 2 :
1. Montrer que si a et b sont premiers entre eux, a + b et ab le sont aussi.
a
2. Montrer que si la fraction 7 est irréductible, il en est de méme pour les fractions :

a+b at+b a’b?
ab a? 4+ ab+ b2 a? + 12

Exercice 3 :

Onposeu:2+\/§et@:2—\/§

1. Démontrer par récurrence que, n désignant un entier strictement positif, on peut écrire :

ut=a, + bn\/g et " = a, — bnx/g

ol a, et b, sont des entiers naturels.
Exprimer a,.; et b,y1 en fonction de a, et b,.

2. Btablir les égalités : a2 — 302 = 1 et ap,byiy — Guy1by = 1

% an+1 bn+1

3. En déduire que les fractions —, et
n aﬂ n

s sont irréductibles.

Exercice 4 :
a, b et ¢ sont des entiers naturels non nuls.

1. Démontrer que a = b [¢] = PGCD{a,c) = PGCD(b, ¢)

2. La réciproque est-elle vraie?

CORRECTION
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Exercice 1 :

I. Pourtout n€ Zona92n+1)-2(9n+4) =180+ 9 - 18n -8 =1
donc Ja € Z et b e Z tels que a(2n + 1) + b(9n +4) = 1
donc d’apres le théoreme de Bézout 2n+ 1 et 9n + 4 sont étrangers.
2. M+ 1) =n* 207 1
n(n®+2n)+1=n" 420" +1
donc pour tout n € Z on a (n* + 1)* =n(n® +2n) + 1
On a donc (n” + 1)(n” + 1) = n(n® + 2n) = 1
done d’aprés le Théoreme de Bézout, n” + 1 et n® + 2n sont étrangers.
3. On a 36z =25y +5 =50y +1)
Or 36 et 5 sont premiers entre eux donc d’apres le théoreme de Gauss 5lz.

Exercice 2 :

1. On note a et b deux nombres premiers entre eux :
Si d est un nombre premier tel que d|(a + b) et d|(ab) alors d|b(a + b) donc d|ab + b* or comme d|ab alors d|b* donc d|b
De méme d|a(a + b) donc d|a® + ab or d|ab donc d|a* donc d|a.
On a donc d|PGCD(a,b) or a et b sont, premiers entre eux donc d = 1 et PGCD{a + b, ab) =1 donc a -+ b et ab sont
premiers entre eux.

2. w T)apres la question précédente, si % est irréductible alors PGCD(a,b) = 1 donc PGCD(a + b,ab) = 1

y . )
done est irréductible.

a
w Sidla+bet dla’®+ ab+ b* alors d|(a + b)* — ab donc d|ab.
D’aprés la premiére question an a alors d|PGC'D({a,b) et comme PGCD(a,b) = 1 alors
PGCD(a+b,a” 4 ab+b*) = 1 donc za;b est irréductible.
a? + ab + b
w Sid|a’b? et d|a” + b* alors dab et d|(a | b)* — 2ab donc d|a | b.
D’apres la premiére question an a alors d|PGCD({a,b) et comme PGCD(a,b) = 1 alors

272
PGCD(a’h?,a” +b%) = 1 donc f—H) est irréductible.
=

Exercice 3 :
On pose v = 24 \/_% et v=12-— \/E

1. On note (P,,) la propriété : Il existe a, € N et b, € N tels que u" = a,, + b3 et o™ = a, — by/3.
Initialisation :
ul =24 \/gelwul :27\/3
P =2 —V3etv! =2—+/3 done (Py) est vraie et a; =2 et by =1
Héréditée :
On suppose que (P,,) est vraie.
u™ = u" X u = (ay +b,V3)(2+V3) = (20, + 3b,) + (a, + 2b,)V3
o =0 x v = (an — baV3)(2 — V3) = (2an + 3bn) — (an + 2b,)V3
Donc en posant | a,+1 = 2a,, + 3by, | et |bn {1 =ap + 2by, |alors a1 €ENet by € Net Wt =, 11+ by 1\/§ puis
v = gy — by V3.
donc (P, 1) est vraie.
Conclusion :
Pour tout n € N* il existe a,, € N et b, € N tels que u™ = a,, 1 bn\/g et v =a, — bn\/g.
2. Etablir les égalités : ai - Sbi =let aphyq —api1by =1
L (1.31 - 3:’)51 = (an 1 \/gbn)(an - \/gbn) =u" x " = (uv)"
donc a2 —3b2 = [24+ V32 -V = (4 -3 =1"=1

. 9 9
Conclusion : | a, —3b, =1
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® bt — Gpoby = an(ay + 20,) — (20, + 3b, )by, = a2 + 20, by, — 20D, — 367

n
donc apbp1 —apyp1by = ai - 3531 =1

donc | apbpiq —ape1h, =1

3. D’aprés le théoréme de Bézout, & st irréductible car (an) X an — (3by) x by =1 et done PGCD(ay,b,) = 1.

Uy
Qs . ) \
D’apres le théoreme de Bézout, — L est irréductible car an(byr1) — any1(by) =1 et done PGCD(ay41,a,) = 1.
iy
b . , \
D’apres le théoreme de Bézout, "L et irréductible car (an)bys1 — (an+1)by = 1 et done PGCD(by11,by) = 1.
n

Exercice 4 :

Il v avait une erreur d’énoncé! { Exercice non comptabilisé )
a, b et ¢ sont des entiers naturels non nuls.

1.

Sia =b|d alors il existe k € Z tel que a — b= ke

» Si d|a et d|c alors d|a — ke done d|b.

» Si d|b et d|c alors d|b — ke done d|a. donc les diviseurs communs de a et ¢ sont les diviseurs communs de b et ¢ et
donc :

PGCD(a,c) = PGCD(b,c)
Non car 1 # 2 [5] et PGCD(1;5) = PGCD(2;5).
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