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SERIE D’EXERCICES N°10 MATHEMATIQUES

ARITHMETIQUE
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Ces exercices d’arithmétique
sont posés aux anciens
examens Baccalauréat

a I'étranger

1. (a)

2. Soit
(a)
(b)
(c)

sion

Exercice 1

Déterminer un couple (u,v) de nombres entiers re-
latifs tel que :
123w + 2003v = 1

en déduire un entier relatif & tel que 123k = 1[2003]

Démontrer que : (Vo € Z) 1232 = 456 [2003| & z =
456k [2003]

Déterminer ’ensemble des entiers x tel que : 123z =
456[2003]

Montrer gu’il existe un unique entier naturel n tel
que 123n = 456 [2003] et 1 < n < 2002.

a un entier naturel tel que 1 < a < 2002
Déterminer a A 2003
montrer qu'il existe un entier p tel que ap = 1[2003]

Montrer que :
(Vb e N)(Jlz € N) 0 < 2 <2002 et ax = b[2003].

Exercice 2
On pose pour tout entier naturel » : B,, = 3% + 32 4 337,

1. Déterminer suivant les valeurs de n les restes de la divi-

euclidienne de 3™ par 13.
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. résoudre dans Z* I’équation :(F)

Déterminer les entiers n pour lesquels on a : B,, = 0[13]

Exercice 3

Soit 7 un entier naturel.

(a) Montrer que si 72 est impair alors : n? = 1[§]
. . 2]
(b) Montrer que si n est pair alors : n° = 0[8] ou

n? = 48]
a, b et ¢ sont trois entiers naturels impairs .

(a) Montrer que :  a? | b? | ¢? n'est pas un carré parfait

(b) Montrer que :2(ab + be + ca) = 6(8]
(on pourra remarquer que :(a + b+ ¢)? = a? + b% +
c? + 2ab | 2bc | 2ca)

(¢) En déduire que : 2(ab + bc + ca) n’est pas un carré

parfait.

(d) Montrer que ab + be + ca n’est pas un carré parfait.

Exercice 4

3r — 2y — 1
Soit 72 un entier naturel non nul .

(a) Montrer que le couple (14n + 3,21n + 4) est une
solution de 1'équation (F).

(b) En déduire que : (21n + 4) A (14n + 3) = 1

Soit d le plus grand diviseur commun de 2n+1 ot 21n+4.
(a) Montrer que d — 1 ou d — 13.

(b) Montrer que : (n = 6[13]|) < (d = 13)

Pour tout entier naturel n tel que » > 2 , on pose m
A=21n? —1Tn —4d et B =28n% — 8 — 17n — 3

(a) Montrer que les entiers A et B sont divisibles par
n — 1 dans Z.

(b) Déterminer en fonction de n le plus grand diviseur
commun de A et 3.
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Exercice 5

On considére dans N*? P’équation :
y(2x + ).
Soit (z,y) un élément de N*? et soit § le plus grand diviseur
commun de x et y.On pose : & — ad et y — bd.

() 22(2® + 7)

1. On suppose que (2,y) est une solution de (I7).
(a) Verifier que :a?(5%a® + 7) — b(2a + b)
(b) En déduire qu’il existe un entier naturel k tel que :
2a + b = ka? ot 8%a% + 7 = kb
(¢) Montrer que a = 1
(d) En déduire que : (b + 1)2 =624+ 8
2. Résoudre dans N*? I"équation (F7).
Exercice 6
Soit 12 € Z\{—2001,2},on pose : g(n) = %
1. (a) Montrer que :(n — 2) A (n + 2001) = (n — 2) A 2003
(b) Verifier que 2003 est un nombre premier .
(¢) En déduire les valeurs possibles de (n — 2) A (n +
2001).
(d) Déterminer I’ensemble des entiers relatifs n tel que
(n —2) A (n+2001) — 2003
2. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles g(n) € Z.
3. SoitpeNetgeNtelquep Agetprng—1.
(a) Montrer que ¢ A (p° — g°) — 1

2 2
b) Montrer que : g(n) =(2) < n =2+ QQﬂQE—
jue : g 2

(¢) Déterminer p , ¢ et n pour que : g(n) = (p)z et
pAqg—1
Exercice 7
Soit n un entier naturel tel que n > 3 .On pose : A
n? 43?4 2n—4,B=n"+t2n—1et C =n— 3.
1. Déterminer 'entier z,, tel que :A = Bx,, +
2. Montrer que AANB =C A 14
3. Déterminer l'ensemble des valeurs de n € N tel que
ANB =T
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4. Déterminer les entiers naturels n pour lesquels on a :
ANB = 1.

Exercice 8

Pour tout entier naturel n tel que n = 5 , on pose :
x—nd—n?—12nety — 2n° —Tn —4.
1. Montrer que (n —4)|z et (n —4)|y
2. Onposea—=2n+1letb=n+3

(a) Trouver une relation entre a et b indépendante de
7.

(b) Montrer que : (a A b)|5

(¢) Montrer que : 5|a et 5|b < 5|n — 2

3. Montrer que : (2'n‘ | 1) Arn =1
4. (a) Déterminer x A y.(On discutera suivant n )
(b) Etudier les cas respectifs : n = 11; n = 12.
Exercice 9
Soit » un entier naturel premier.On considere I’équation :
(F) (2,y) € N*2 23 — y3 = n,
1. (a) Montrer que si (xo, yo) est une solution de (F) alors :
2o —yo = 1
rg + 2oyo +yg = 1
3zoyg —m — 1
(b) Montrer que si n / 3k + 1 pour tout & € N alors
I'equation (F) n’admet aucune solution.
(¢) Montrer que si 'equation (7)) admet une solution
alors elle est unique.
r—y—=1
3zy =n — 1
solution alors il existe k € N tel que 4n — 1 — 3(2k + 1)?

2. Montrer que si le systeme { admet une

Exercice 10
Soient a et b deux entiers naturels non nuls tel que a? divise
26%.0n pose :a Ab=d et a =da’ et b=db.

1. Montrer que a> Ab? =1
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2. Montrer que a’® divise 2b'* et déduire que a’ — 1 et que

alb.

3. Soient x ,y et n des entiers naturels non nuls tels que :
(z — 2n)(y — 2n) = 2n%on pose : & = x Ay et d =
(x —2n) A (y — 2n).

(a) Montrer que d|n puis que :  d|d.

(b) Montrer que 22 + y? = (z + y — 2n)?
(¢) Montrer que d8|d et déduire que : 2 Ay = (2 — 2n) A
(y —2n)
Exercice 11
Soit p un entier naturel premier tel que : p > 7.
1. Montrer que : p = 1[3] ou p = —1[3].
2. En déduire que 3|p* — 1
3. Montrer qu’i existe & € N tel que : p? — 1 = 4k(k + 1)
(on pourra remarquer que p est impair) et montrer que
16[p* — 1.
4. Montrer que :5|p* — 1
(a) Soient a,b et ¢ des entiers naturels non nuls.Montrer
que : aljc et ble et a Ab=1 = able
(b) En déduire que : 240[p* — 1
Exercice 12
On considere les suites (xz,) et (y,) définies par : xzp —
Tyl = 22, — 1
Ynt1 = 2yn 13
1. Montrer par récurrence que (Vn S N) a, =27t 4]

o

3et yo=1 et (Vn e N) et

2. Calculer g A xg et x2002 A Z2003

w

Est ce que z, et x,1 sont premiers entre eux ?

th

Montrer que pour tout entier naturel 7 on a : 2x,, —y, —
5 et en déduire y,, en fonction de n .

5. Déterminer suivant les valeurs de p le reste de la division
euclidienne de 2P par 5 pour p € N.

6. Montrer que :(Vn € N) 2, Ay, — 1 ou 2y AYy, — 5

7. on a :xp AYp =5
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Exercice 13
Soit n € N*\{1};0n pose: A — n?2—2n+2; B — n?+2n+2
et on note : d = AN B.

1. Montrer que n* | 4 n’est pas premier.

2. Montrer que pour tout entier non nul = on a
z|A et x|n = x|2

3. Montrer que pour tout entier non nul x on a
z|A et xz|B = x|in

4. On suppose que n est impair .

(a) Montrer que A et B sont impairs puis que d est
impair

(b) Montrer que d|n

(¢) En déduire que d|2 et que AN B =1
5. On suppose que n est pair .

(a) Montrer que 4 ne divise pas A

(b) Montrer que d s’écrit sous la forme : d = 2p avec p
impair.

(¢) Montrer que p|n et en déduire que d = 2

Exercice 14

1. Montrer que (Vi € N) (n + 3)[(3n® — 115 + 48)

2. Montrer que pour tout entier n tel que n > 2 on a :
3n? —9n | 16 € N*,

3. Montrer que pour tout (a, b,c) € N*3 tel que be 4 a , on
a:aAb= (be—a)ANb.

4. Montrer que : (Vr € N*\{1})(3n® — 11n) A (n | 3) =
A8 A (n + 3)

Ut

. Déterminer D'ensemble des entiers naturels n tel

que =—=== € N

Exercice 15

i

Pour tout entier naturel non nul n, on pose : a, = 4.10"—1
b, =2.10"—-1 ; ¢, =2.10"+ 1.

1. Calculer as,bs et cg.

. Montrer que : 3|a, et 3|¢, pour tout n € N*.

3. Montrer que b,c, = as, pour tout n € N* et en déduire
la décomposition en facteurs premiers de ag.

4. Montrer que : b, N¢,, — ¢, A2 et en déduire que b,, et ¢,
sont premiers entre eux.

5. On considére 'équation : (1) bzx + cay = 1
(a) Déterminer une solution particuliére de 1’'équation

(1) (on donne : 1999 est un nombre premier)

(b) Résoudre I’'équation (1).

Exercice 16

Soit p un entier naturel premier tel que p > 7.

1. Montrer que : p=1 [3] ou p= —1 [3]
2. En déduire que : 3|p* — 1

-

Montrer qu’il existe & € N tel que : p? — 1 — 4k(k + 1)

et que 16|p* — 1 .

4. Montrer que 5|p* — 1.

(a) Montrer que :(Y(a,b,c) € N*3 alc et blc et aAb =
1 = able

(b) En déduire que 240|p* — 1

Exercice 17

o3

1. Résoudre dans Z? ’équation : 172 — 7y = 1

. @
2. résoudre dans Z le systéme d’equations : {
x

3. résoudre dans Z l’equation : ® = 4[119]
Exercice 18
On considére dans Z? 1'équation : (F) 4x? — 9y? — 432

1. (a) Montrer que si (2,y) est une solution de ’équation
(F) alors 3|z et 2|y
(b) Montrer que si («,3) est une solution de 1’équa-
tion : X? — Y2 — 12 alors (3a,2/3) est une solution
de I’équation (F7).

2. (a) résoudre dans Z? I’équation : X? — Y2 = 12.
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(b) En déduire les solutions de I’équation (I7)
Exercice 19

1. On pose : a — pn et b — p(n — 1) avec p € N* et
n € N*\{1}.Montrer que :aANb —a —10.

o}

Montrer que si a et b sont deux nombres entiers naturels
non nuls tels que : a Ab = a—b alors il existe deux entiers
naturels 7 et p tels que : a = pn et b =p(n —1)

3. Application : Soient & et y deux entiers naturels non nuls
,on considére : a — 40x(3y+2) ; b — 152(8y+5) ; ¢ —
242(5y + 3).

(a) Déterminer : a Ab et bAc.

(b) Verifier que 2 est le plus grand diviseur commun des
nombres a,b et ¢

Exercice 20
Soit a un entier naturel tel que a >
premier.

1 et p un nombre

1. (a) Montrer que si p est premier avec deux nombres en-
tiers naturels respectifs o et y alors p est premier
avec leur produit xy

(b) En déduire que si p > a alors p est premier avec al
(¢) Situer les nombres premiers qui divisent a!.

2. Dans cette question ,on suppose que p < a et on veut dé-
terminer le plus grand entier naturel a tel que p® divise
al.

(a) Montrer que parmis les facteurs :1;2;3;...;a de al,
ceux qui sont divisibles par p sont :p, 2p, ..., gp avec
q le quotient de la division euclidienne de a par p.

(b) Verifier que le produit de ces derniers vaut ~

(gh)p? et que ~|(al).

Montrer que si p > g alors a — g puis que si p < g

et si g1 est le quotient de la division euclidienne de

q par p alors p?t? divise al

(c)

Mr : AMMAR BOUAJILA ARITHMETIQUE

4¢me MATHS

3. On prends a = 156 et p = 5.En appliquant les résultats
de la question précédente un nombre de fois déterminer
le plus grand entier naturel a tel que 5% divise (156!)

Exercice 21

On CODSidél;O dC‘!};lX nombres entiers naturels non nuls a et
a* + b= — 625
aANb—1

1. Montrer que 'un des nombres a et b est pair et 'autre

b tels que :

impair .
2. On suppose que a est pair
(a) Montrer que (25 —a) A (25 +a) — 1
(b) Montrer qu’il existe deux entiers naturels impairs

2 2
m et n tels que : 25 + a = m* et 25 —a = n” et
mAn =1

3. Déterminer les nombres a et b
4. Déduire de ce qui précéde les solutions de I’'equation :
(z,y) € N*2 2?2 + 9% =625
Exercice 22
Soient a et b deux nombres entiers relatifs.

1. (a) Montrer que tout diviseur commun de a — b et

2 2 s 2 2
a® — ab + b° est un diviseur commun de a“ et b~.

(b) En déduire que si les nombres a et b sont premiers
entre eux alors les nombres a — b eta? — ab + b2 sont

premiers entre eux.

2. (a) Trouver a et b tel que a et b sont premiers entre eux
et 13(a — b) — 4(a® — ab + b?).
Résoudre dans Z? I'equation 13(a—0) — 4(a® —ab+
b?)
Exercice 23

2£1,T2,T3,Y41,Y2,y3 sont des nombres entiers naturels non
nuls tels que : x1y1 — xoyo — x3ys — M.On pose :

(b)

dy = (x1 Nx2 Axg) et dy — (y1 A y2 Ays)
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et
my — (xy Vo Vag) et my = (y1 Vy2 Vys)
1. Montrer que M est un multiple de chacun des entiers :
Ay, dy, My et my.
2. On pose : M = d, M’
(a) Montrer qu’il existe des entiers naturels non nuls 2
, x5 et 2k premiers entre eux dans leur ensemble et
vérifiant : M/ = 2\y1 = 2hye = 2hys
(b) En déduire que M’ est un multiple de m,,.
3. On pose M" = m,M".Soient z; ,z2 el z3 les entiers na-
turels tels que : my, = z1y1 = 2a2y2 = z3Y3
(a) Montrer que : 2} — z1M" et 2, — zoM" et 2}, —
Zgﬂd”
(b) Montrer que M"” =1 et que M = dym,,.

4. Montrer que :

- XT1Xx2X3
e (z2x3) A (23221) A (21202)
et
4 T1X2T3

h (xox3) V (zaxy) V (z129)

(on pourra prendre : y; = woxs ;Yo = XTzT] Y3 — T1T2

xercice 24

Soit k € Ztel que k # —3.

1. Montrer que les deux nombres k + 3 et 2k% | 5k — 2
sont premiers entre eux.

2. Discuter suivant les valeurs de & la valeur du plus
grand diviseur commun des deux nombres k + 3 et
4k? + 11k + 4.

B . , A2 . 1A 2 B L.
3. On considére le nombre A = (4k +“;'“+I,;lf(32k +5k=2) poyr

Exercice 25 Soient a et b deux nombres entiers naturels
tels que : 0 < b <a et b®est divisible par a.
1. Soit d le plus grand diviseur commun des deux nombres
a et b.On pose:a—day et b= db.
(a) Montrer que les deux nombre a; et b? sont premiers
entre eux.

(b) Montrer que le nombre a; divise le nombre d et que
le nombre a? divise le nombre a.

2. On écrit le nombre a sous la forme : a — p{'pS2...pH»

tel que les nombres p; pour 1 < ¢ < n sont premiers et

différents deux a deux et les nombres a; pour 1 <i<n

sont des entiers naturels non nuls.

(a) Montrer que pour tout ¢ € {1,...,n} on a : p;|b.

(b) Montrer que le nombre b admet une écriture sous
la forme : (b = pflj)gz...;)if”)c avec ,pour tout i €
{1,...,n} ,0; est un entier naturel vérifiant : o; < 2;
et a Aec=1. les

Exercice 26
1. a,b et k sont des entiers relatifs tel que : a £ 0 et b £
0.Montrer que si a # bk alors : a Ab = b A (a — bk).

2. Soit n un entier naturel non nul tel que n > 4.0n pose :
A=n?—n—10et B —n+ 4.

(a) Montrer que : AANB =BA10
(b) Determiner les valeurs de n pour lesquelles B|A.
(c) On pose: A’ = = et B' = L5
i. Montrer que
(AAB =5 et AVB = 300) & A'B’ = 60 el B'est impair
ii. En déduire le nombre entier naturel n pour le-
quelona: AANB=5e AV B =300

Exercice 27

quelles valeurs de & le nombre A est - il un nombre entier 1. Montrer que pour tout nombre entier naturel a et pour
relatif 7 tout nombre entier naturel impair m ona: (a+1)[a™+1.
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2. Soit ¢ un entier naturel premier et a € N.
(a) Montrer que : (a + 1)? =a? + 1 [q]
(b) En déduire que a? = a [g]
3. Pour tout entier naturel n tel que n > 1 on pose :
a, — (n1)?2 +1
(a) Montrer que a, est impair.
(b) Montrer que a,, admet un diviseur premier p tel que
p > n.
(¢) On suppose que p s'éerit sous la forme (1) : p = 4k+
3 avec k € N.Montrer que le nombre 1 | (n!)2&+1)
est divisible par a, et que p divise n! + (n!)?.(On
pourra remarquer que : p — 1 = 2(2k + 1)
(d) En déduire que le nombre p ne peut s’écrire sous la
forme (1) ci-dessus .
4. Déduire de ce quii précéde qu’il y’a une infinité de
nombres premiers de la forme 4k + 1 avec k € N.
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