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Série n°8 : Intégrale

Niveau : 4°™Math

Rappel :

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné 1. Soient a et b deux réels de
I. F est la primitive de f sur I.
On appelle intégrale de faa b de f le nombre réel noté :

b
f f(x) dx = [F)]? = F(b) — F(a)

Propriétes :

> Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné I. Alors :
faa f(x) dx=0 ; f; f(x) dx = — fab f(x) dx fab dx=[x]2=b-a

> Relation de Chasles :

[ fG0) dx+ [ G0 dx = [ (x) dx

» Positiviteé :Si f est continue et positive sur [a,b] eta < b alors: fab f(x) dx =0

Intégrale d’une égalité :

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] avec a < b alors :

f<gsurfab] = [ f() dx < [ g(x) dx

Parité :

Soit f une fonction continue sur un intervalle symétrique [-a,a] :

> Sifestpaire alors [° f(x) dx = 2 [, f(x) dx.
> Sifestimpair alors [° f(x) dx =0

Intégration par partie :

Soit U et V deux fonctions dérivables sur [a,b] alors :

b b
f U(x).V'(x) dx = [U.V]? —J U'(x).V(x) dx
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Théoreme :

Soit f une fonction continue sur | et g une fonction continue sur J telle que
g(d)c! .Alors la fonction F définie sur J par F(x) = fag(X) f(t) dt est dérivable
surJetF' (x) =g'(x) X f(g(x))

Valeur moyenne :

Soit f une fonction continue sur [a,b] :On appelle valeur moyenne de f sur [a,b]
le réel ,noté f

Inégalité de la moyenne :

Soit f une fonction continue sur [a,b] (a<b).Soit M et m deux réels ,si pour tout x
de [ab] m<f(x) <Malorsm<f<M

Calcul d’aires :

Soit f une fonction continue et positive sur [a,b] .L’aire A4 du domaine définie

par:a<x<Db et0 <y <f(x)est c/lzfabf(x)dx

Exercice n°1 :

Calculer ’intégrale 1 :

2 dx 1 X T 2sinx

DI = fo (2+x)2 2= fO (2+x2)2 dx ;31 = fo (2+cosx)3

T Vr
- d i
4)I=f04 : ;5)I=f02

cos?x

2x

cos2x? dx ;6) fOZ cos(x) sin’ (x)dx

Exercice n°2 :

Calculer au moyen d’intégration par partie, I’intégrale 1.
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1) f;% xsin(x) dx 2) f(? xcos(x)dx  3) f(?xzsin(x) dx

4) fog (x + 1)?sin(2x)dx  5) f(? xcos(3x) dx 6) f(?xzsin(Zx) dx

Exercice n°3 :

Soient | et J les intégrales suivantes : I = fon xcos?x dx et
T . D
J = J, xsin®x dx

1) Calculer 1+J.
2) En déduire I et J.

Exercice n°4 :

Soit la fonction f définie sur ] — 1, +oo[ par f(x) = f;( 1-|d-tt3 .

1) Monter que f dérivable sur ] — 1, +oo[ et calculer sa fonction dérivée.

2) Soit U la suite définie sur IN par U, = [’ 1itt3

a) Montrer que U est croissante.
b) Démonter les inégalités suivantes : U; < 1 et U, < fon%
c) En déduire que U est majoré et par suite ,convergente.

Exercice n°5 :

Pour tout n de IN , on considére la fonction F,, définie et dérivable sur [0,1]

dt
Fo(x) = J; it

Fn(x) = f(;(\/%dt

par :

1) a) Vérifier que pour tout n de IN , F,, définie et dérivable sur [0,1].
b) Montrer que F, est croissante sur [0,1[.
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2) a) Calculer F,(x).
b) En déduire que pour tout x de [0,1] ; F,(x) < 2.

¢) En déduire que F,(x) admet une limite a gauche de 1.0n note I,, cette
limite.

3) a) Vérifier que pour tout neIN” et pour tout x de [0,1[,on a :
Fa(x) = Fpo () = — [ " VI —tdt

b) A I’aide d’une intégration par partie , prouver que pour tout  n de
IN” et pour tout x de [0,1[,on a:

X
F,(x) = 2x"V1 —x + 2nj t" 141 —tdt
0

d) Monter que pour tout n de IN” et pour tout x€[0,1[ , on a :

(2n+ DF,(x) = 2x"V1 —x + 2nF,_;(X)
4)a) Déduire que pour tout n de IN” (2n + 1)1, = 2nl,,_;.
b) Calculer I, I, et I,.

2n+1(n!)2
(2n+1)!

c) Montrer que pour tout n>0 : I,, =

Exercice n°6 :

1) Calculer pour tout réel x positif I(x) = f(j( tv1l — t2 dt.

2) Soit la suite définie sur IN” par : I,(x) = [ t"V1 — 2 dt.

a) Trouver une relation de récurrence entre I,(x) et I,_, (x).

b) Que devient cette relation pour x = 1 ?En déduire I,,(1) et 155,41 (1)
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Exercice n°7 :

Soit la fonction f définie par :f(x) = 2vx — x

1) Etudier la derivabilité de f sur [0 ,1].Dresser son tableau de variations.
2) a)Montrer que f est une bijection de I sur un intervalle J que I’on
précisera .On note g sa fonction réciproque .
b)Etudier la dérivabilité de de g sur J.

3) Tracer dans un repére orthonormé (0,7,)) Gt et G,.

4) Expliciter g(x) pour tout x de J.
5) Calculer I’aire dé¢limitée par Gy et Gy,

Mr:Khammour.Khalil Tél:27509639




