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Exercice n°1 :

Calculer les limites suivantes :

lim, 4o In?x — 3Inx + 1| In x—1 - In x—In e
+oo lim —_— lim,_,, ———
X2+ y _2Inx X—-e ¢ e
. In(cos x) 2,1 .
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X—>+00 " X— 400 X + 1
1 lim,_y+ In?x — Inx ' VI + InZx
lim xIn (x + —) x=0 lim,_,p+xV1 + In“x
x—07F X
i In(x+1 i i . In(1+sin x
limy 4o l(nx ) lim,_ o+ (sinx) Inx lim, ( : )

Exercice n°2 :

Soit g définie sur [0,4oco[ par: g(x) =1 — i + 21Inx

1) a) Etudier les variations de g.
b) En déduire le signe de g sur [0,+oo[

2) Soit f définie sur [0,+oo[ par f(x) =1 —x+ (2x—1)Inx.
a) Etudier les variations de f.
b) Etudier la position relative de Cs par rapport a A:y = x.

Exercice n°3:
A) Soit g la fonction définie par : g(x) = x — Inx
1) Déterminer le tableau de variation de g.
2) En déduire que pour tout x€]0, +oo[ , g(x) = 1.
f(x) =x?>—2xIn(x) six>0
f(0) =0
et soit C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,7,7").
1) a) Montrer que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
2) a) Montrer que pour tout X€]0, +oo[ , f ‘(x)= 2(g(x) — 1).
b) Dresser le tableau de variation de f.
c) Tracer C.

B) On considére la fonction f définie sur IR, par :{
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Exercice n°4 :

Partie A
On considéere la fonction f définie sur 1’intervalle ]0,+oo[ par : f(x) =

1-Inx

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (0,1,J).
1) Déterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
2) Enremarquant que, pour tout nombre réel x appartenant a I’intervalle ]0,+co[ on a :

f(x) = i — 1nTx,déterminer la limite de f en +oo et interpréter graphiquement le résultat.

3) a) Calculer f ‘(x) pour tout x appartenant a ]0,+oo] .
b)Etudier le signe de —2 + In x sur ]0,+oo[.En déduire le signe de f ‘(x) sur ]0,+oo[.
a) Dresser le tableau de variation de f.
4) On note le point I le point d’intersection entre la courbe (C) et 1’axe des abscisses,
déterminer les coordonnees de point 1.
5) On note (T) la tangente a (C) au point d’abscisse 1.Déterminer une équation de (T).
6) Tracer la courbe (C) et la tangente (T) .
7) On considére la fonction g définie sur 1’intervalle ]0,+oo[ par :g(x) = (Inx)?.
a) Calculer g ‘(x) pour tout x€]0,+oo[,

b) En deduire une primitive de la fonction me sur ]0,+ool.

Partie B
1) a) Soit h la fonction définie sur I’intervalle 10, +oo[ par :h(x) = [In(x)]%.0n
désigne par h © sa fonction dérivée sur ]0 , +oo[.Calculer h ‘(x).

b)En déduire une primitive de la fonction x — me

2) a) Calculer I’intégrale | = |, f f(x)dx ou f est la fonction définie dans la partie A.
b) Interpréter graphiquement I’intégrale J.

Exercice n°5 :

f,(x) =x(Inx)" six>0
f,(0) =0
C, désigne la courbe représentative de f,, dans un repére (0,7, 7).
1) a) Montrer que f,, est continue a droite en 0.Etudier la dérivabilité de f,, a droite en 0.
b) Montrer que f, est dérivable sur ]0,+oo][ et que f',(x) = (n + Inx)(Inx)" L.
2) a) Dresser le tableau de variation de f, suivant la parité de n (Si n est impair on
traitera deux cas n=1 et n> 3).
b) Montrer que toutes les courbes C,, passent par trois points fixes :1’origine O du
repere et deux autres points A et B tel que 0 < Xa < Xg.
3) a) Etudier la position relative de C; et C, puis construire C; et C, dans le méme

repére (O,1,7).

Soit n €IN" et f,, la fonction définie sur IR, par : {
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b) Calculer I’aire de la partie délimitée par les deux courbes C; et C, et les deux
droitesA;:x =1 etA,:x =e

Exercice n°6 :

Partie A

1 .
Soit la fonction f définie sur IR par : {f(x) = Xln (X T Q) st x>0
f(0)=0
C; désigne la courbe représentative de f dans un repére (0,1, ).
1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0.
b) Montrer que f dérivable sur IR, et calculer f ‘(x) pour tout x de IR .
2) a) Dresser le tableau de variation de f ¢ ,en déduire le signe de f “(x) sur IR ..
b) Etudier les variations de f. En déduire que pour tout X de IR, 0 < f(x) < 1.
c) Tracer (Cs).
Partie B

2
1) a) Montrer que pourte IR;ona:t—In(1+1¢t) < %
b) En déduire que pour tout x de IR, 0 < 1 — f(x) < %

2) a) Montrer que pour tout k € IN” ﬁ <In(1+k)—Ink<

ol

b)En déduire que pour toutn € IN" ona:1 +%+ -2 <1+1Inn

n

Partie C
On considére les suites U et \V définies sur IN” par : U, = %W et V, = Z—T
1) a) Montrer que pour toutn € IN" ona:In(V,) = —nln U,.

* Vn+1 n\"
2) b) Montrer que pour toutn € IN ona = (1 + ;)
3) ¢) En déduire que pour toutn € IN" ona:In(V,,;) —In(V,) = f(n).
4) a) En utilisant Partie B 1) b) et Partie C 1) c¢) montrer que pour toutn € IN" ona:

0 < 1+1In( Vo) —In( V) < o
b)En déduire que pourtoutn € IN" ona:0<n—-1—-1In(V,) < %(1 + Inn).

c)Montrer que lim,,_, ;o %ln( V,) = 1.En déduire que la suite U, converge vers %
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Exercice n°7 :

Partie A

Soit a et b deux réels strictement positifs , avec a< b.

1) Montrer en appliquant les inégalités des accroissements finis que :

1—3Slnb—1nash—1
b a

2) En déduire que pour tout x>0, 1 —i < Inx < x — 1 (Indication :distinguer deux cas

x=>1letx<1).
Partie B

On considere la fonction f définie sur IR, par :{f(x) =xIn(x) si x>0

f(0) =0

1) Etudier la continuité de et la dérivabilité de f en 0.

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Montrer en utilisant Partie Aquex — 1 < f(x) <x?> —x ;x>0.
4) Tracer la courbe de f dans un repére orthonormé ,unité 2cm.

Partie C
1) Montrer que 1’équation f(x) = % admet dans [1, +oo[ une seule solution «a,,.
2) a)Montrerquea; —1 <1< a2 —
A 1+V5

b)En deduire que : —— < a; < 2
3) Comparer f(a,,) et f(a,.1).En déduire que (a,,)est décroissante.
4) a) Montrer que (a,,) est convergente .On notera ¢ sa limite.

b) Prouver que f(€) = 0.

¢)En déduire la valeur de £ .

Exercice n°8 :
Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par : f(x) = x In(x + 1).

C: désigne la courbe représentative de f dans un repére (0,1, ).

1) a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur [0, +oo[.

2) b) L’axe des abscisses est il tangent a la courbe Cs au point O ?

3) a) Dresser le tableau de variation de f

4) b)Tracer Cx.

5) Montrer que I’équation f (x) =0,25 admet une seule solution sur [0,1] ,on note «
cette solution .Donner un encadrement de a d’amplitude 1072.

2
6) a) Déterminer trois réels a , b et c tel que pour tout x #-1 XX: =ax+b+ ﬁ

XZ
7) b) Calculer I'intégrale I = [ == dx.
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8) A I’aide d’une intégration par parties et du résultat obtenu a la question 2,calculer
en unités d’aires ’aire A de la partie limitée par la courbe (C) et les droites
d’équations x=0 ; x=1 et y=0.

9) Lasuite (I,) est définie sur IN par : I, = fol x" In(x + 1) dx

10) a) Déterminer le sens de variation de la suite (I,,).La suite (I,,) est t-elle

convergente ?
11) b) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul 0< I, < :ITZI

En déduire la limite de la suite (I,,).

Exercice n°9 :

Soit la fonction f définie sur ]1,4oo[ par : f(x) = é — %ln (g)
1) Etudier la continuite et la dérivabilite de f a droite en 1.

2) Calculer f ‘(x) pour tout x de |1,4+00[
3) a) Montrer que pour toutn > 2ona: nzj <In(h+1)—In(n—-1) < nZT1

b)En déduire que 0 < f(n) < r122_—1

e , 2 1 1
4) a) Verifier que pour tout reel x #-1 STt
2 2 2 2
b) On pose pour toutn = 2.5, = ——+ aoat tao g Y@

Montrer que S,, = anl + % — ﬁ (en utilisant a))

5) Pour toutn > 2 on pose W, = f(n) + f(n + 1) + -+ + f(2n). Déduire des résultats
précédentes que la suite W est convergente et calculer sa limite.

6) Pour toutn > 2 on pose U, = ﬁ+%+ e an_l :

) en deduire la limite £ de U,,.

2(2n+1)

n—1

Vérifier que W, = U, — %ln(
Exercice n°10 :
On considére la fonction f définie sur]0,+oo[ dont on donne la représentation graphique
Cs dans le repere ci-dessous.
On admet que :
» Le point A de coordonnées (1 ;1) appartient a la courbe C;.
» Latangente (T) en A a la courbe C; passe par le point de coordonnées (2 ;0).
» La courbe C; admet une tangente horizontale au point d’abscisse 2.
» L’axe des ordonnées est asymptote a la courbe de la fonction f.

Partie A :
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1) Donner ,par lecture graphique ou en utilisant les données de 1’énoncé, les valeurs
def(1),f(1)etf(2),ouf°*estladérivée de fsur]0,+oof.

2) On admet que I’expression de f (x) sur ]0,+oo[ est: f(x) =ax+ b+ clnxoua,b
et ¢ sont des nombres reels.

a) Calculer f ‘(x) en fonction de x et de a, b et c.
a+b=1
b) Démontrer que les réels a ,b et ¢ vérifient le systéme {a + ¢ = —1
2a+c=0
c) Déduire de la question précédente les valeurs de a ,b et ¢, puis 1’expression de f (x).

Dans cette partie ,on admet que la fonction f représentée ci-dessus est définie pour tout
réel x appartenant a ]J0,+oo[ par : f(x) = x — 2Inx

Partie B :

1) Justifier que I’axe des ordonnées est asymptote a la courbe Cs .
2) Soit F la fonction définie pour tout réel x€]0,+oo[ par : F(x) = %xz + 2x — 2xInx

b) Montrer que F est une primitive de la fonction f sur ]0,+oo].
c) Calculer F(2).

meﬁhammquhafH
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Exercice n°11 :

1) Soit g la fonction définie sur I’intervalle ]-1,+oo[ par :g(x) = x% + 2x + In(x + 1).
a) Déterminer lim,_,_;+ g(x) et lim,_, ;, g(X).
b) Dresser le tableau de variation de g .
c) Calculer g (0).En déduire le signe de g (x) sur I’intervalle ]-1,+oo].

2) On désigne par f la fonction définie sur I’intervalle ]-1,+oo[ par :f(x) = 1“)(::1) _xet
soit (Cy) sa courbe représentative de f dans un repére orthogonal (0,7,J).
a) Montrer que pour tout x€] — 1, +oo[ ' (x) = — (ng;))z

b) Dresser le tableau de variation de f.
3) a) Montrer que la droite A d’équation y=-x est une asymptote oblique a (Cs) au voisinage
de+oo
b) Etudier la position relative de (Cy) par rapporta A.
c) Tracer la courbe (Cy).
4) Soit h la fonction définie sur I’intervalle ]-1,+oo[ par :h(x) = [In(x + 1)]2.
a) Calculer h ‘(x).
b) En déduire une primitive de f sur I’intervalle ]-1,+oo].
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