4°™ année TWS FORMATIONS COMPLEXES Novembr e 2009
Section : Maths A. LAATAOUI

Exercice N°1 : ©

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (O, u, v] (unité: 2cm) On considere :

= Lepoint A d'affixe a=5-i/3
» Lepoint B tel que letriangle OAB soit équilatéral direct
* Lemilieu Qde[OB].
1. &) Démontrer que B a pour affixe b= 4+ 2i+/3. En déduire I'affixe q de Q.
b) Déterminer I'affixe z, du point K tel que ABQK soit un parallélogramme

z, —a

c) Démontrer que est imaginaire pur. Qu'en déduit - on pour le triangle OKA ?

ZK
Préciser lanature du quadrilatere OQAK
d) Placer lespoints A, B, Q et K dans le plan.

2. Soit Cle point d'affixe c= 2—: .

z, —b

a) Caculer ; Que peut - on déduire pour lespointsB, Cet K ?

ZK
b) Placer C sur lafigure.

Exercice N°2 :

Soit 6 EE;%[.(EB):z2—(1+zé9)z—2+ié9 —&“=0

1. Résoudre dans C I'équation (E, ). On désignerapar z', et z", lessolutionsde (E, )avec Re(z') <

Re(z",).
2. Donner laforme exponentielle de z', .

3. Soit F1 :{MQ (z');0 € }%%H Déterminer un systéme d’ équations cartésiennes de F1 puis tracer F1
dans un repére orthonormé (O; u; \7) .
- . . T 3
4. Soit F, :{M“e(zl) avecz, =27'+1-i e 0 variesur }E?B
a) Donner une application f telle que V0 e }%37”[ onaf(M,)=M"

b) Déduire alors F, puis le tracer dans le méme repéere.

Exercice N°3 : ©
Le plan complexe est rapporté aun repére orthonorme direct (O; G; \7) (unité graphique : 4 cm)
On donne les points A et B d’ affixes respectives 1 et %— [ %

Pour chague point M du plan, d’ affixe z, on désigne par M d’ affixe z, I'image de M par larotation de centre O
etd angle%, puis par M’, d' affixe Z, I'image de M, par latranslation de vecteur (— G)

On note T latransformation qui, & chaque point M, associe le point M’.

T

1) &) Démontrer que Z=e3z—1
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b) Déerminer I'image du point B.
c) Déterminer lanature de T et préciser ses €léments caractéristiques.
2) Onposez=Xx+Iiy, avec X et y réels.

a) Pour z= 0, calculer lapartie réelle du quotient Z enfonction de x et dey
2

b) Démontrer que I’ensemble (I") des points du plan, tels que le triangle OMM’ soit rectangle en O, est un
cercle dont on précisera le centre et le rayon, privé de deux points. Tracer ( T)
3) Dans cette question, on posez= 1+
a) VéifierqueM e (T) e placer M et M’ sur lafigure.
b) Calculer |z| et I'aire du triangle OMM’ en cne.

Exercice N°4 :
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormeé direct (O, u, v] :

=y+2
Soit f latransformation du plan qui atout point M (X, y) associe le point M '(x', y") tel que {;_y: :

1. Donner I’ expression complexede f et montrer que c'est une rotation que I’ on caractérisera.

2. Résoudre dans C I'éguation (E): (i —1) 2 - 2i (m+1) z+(1+i)(n’ +1)= 0 ol m est un paramétre complexe.
a) Soient lespoints M, et M, d affixes respectives z =m-—i et z, =1-im. Etablir une relation indépendante
demliant z et z,.

b) Montrer que M, = f (M) et en déduire la nature du triangle AM,M, ot A(1 —i).

4. Dans cette question, on prend m=¢€" ot 6 est unréel de [0, 7].

a) Déterminer et construire I'’ensemble des points M, quand 6 décrit [On]

b) Déterminer, suivant les valeurs de 6, le module et un argument éventuel de z, .

Exercice N°5 :

Soit & un nombre réel appartenant al’intervalle]o, z[ , on considére dansC,

I'équation(E, ): ° - (2i +€” ) z-1+i€” =0.

1. Résoudre dansC , I'équation (E,) et mettre les solutions sous formes exponentielles.

2. Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct(o, ﬁ,\?) , unité graphique 2 cm, on considére
lespoints A et M d’ affixes respectives z, =i et z=i+¢€".
Déterminer et construire I’ensemble & des points M quand 6 décrit I'intervalle]o, =] .

3. On appelle M’ I'image de M par larotation de centre O et d’ angle%—e .Onnotez I'affixede M’.

a) Montrer que z'= —zetM appartient au cercle ' de centre A et derayon 1.
b) Montrer que M et M’ sont symétriques par rapport al’axe(o,Q) :

4. Dans toute la suite, on prendo =% :

On appeller larotation de centre O et d’ angle% .Onnote A’ I'image de A par r.

a) Donner I"affixe z, du point A’ sous forme exponentielle.
b) Définir I'image I'' du cercle T' parr.
Placer sur lafigure A, A’,T', M, T'' puisle point M’ image de M par r.
c) Montrer que le triangle AMM’ est équilatéral.
d) Justifier quelescerclesT e I'' secoupentenOetenM’.
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COMPLEXES ET ISOMEIRIES
année Novembre 2009
Section : Maths CORRIGE A. LAATAOUI

4ém e

Exercice n°1 :
»= Le point A d'affixe a=5- i3
= Le point B tel que le triangle OAB soit équilatéral direct
* Le milieu Q de [OB].
1. a) OAB soit équilatéral direct <

r(oﬂ](A):BczB:eing@b (%+I§]( \@) ——7 5i7+g:4+2i\@

'3

Q= O*B<:>q-—-2+|\/_

b) ABQK est un parallelogramme =
AB=KQ & z5 =25 <b-a=q-ke k=g-b+a=2+iv/3-4-2y3+5-i/3+=3-2i13

Z —a_3- 2i\/3- 5+|f —2-i/3 (_Z_i\@)(3+2i\@)_—7i\@:_i£€”R
3

) Z 3-2iv3  3-2i3 21 21

A ¢jlR< AK L OK < OKA est un triangle rectangle en K.
Z .
OK
0OQ =0QB = KA = 0QAK est un parallélogramme, de plus on a: (KO) L (KA) = OQKA est un
rectangle.
d) .

L2

th
a2

8]
oy

|
L

_2
=
oAb 3-2iv3-4-2iJ3  -1-4iJ3  1+4iy3

% —¢C 3—2iJ§—§(5—iJ§) ) _5_4 B 1+‘;'\@

2. C

=3€ IR = B, Cet Ksont alignés.

b) Voir figure.
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Exercice n°3:

1. a. Larotation de centre O d'angle % a pour expression complexe : z = e3z. La translation de vecteur

T

. iz
-G a pour expression complexe: z'=z -1 donc z'=e3z-1.

b. szl—iﬁzeflg d’ol z3'=e3z,-1=e3xe 3 -1=1-1=0 donc T(B) = 0.
27 2

T T

T

c. L'expression complexe de T est z'= e3z-l-az+bolia=e? cC \{} e |a|]=1=> T est une rotation d’angle

arga= z[27[] et de centre @ d’affixe —2 - = = =
3 1

I— T R
37_ i— _
), Z_€%2-1_ 15 1. 1.¥3 1 1.3 x-y 1 x .48

z z z 2 2 x+iy:§ 2 Xe+y2 2 X2+y? 2 X2+y?
z', 1 X
Re(>) =5~
zZ 2 XP+y?

b. OMM' est un triangle rectangle, donc (OM, OM) =%+ ke c'estadire £ estun imaginaire pur ou encore,
V4

sa partie réelle est nulle. Or iRe(iz) =%— = X v donc le probleme revient a résoudre 1'équation :
+
1 _x =0 xX2+y?-2x=0 x2-2x+1+y? =1 (x-1)2+y?2=1.
2 X2+y?

D'autre part, pour que le triangle OMM' existe, il ne faut pas que M = O ni que M' = O ; ce dernier cas est
réalisé lorsque M = B. On enleve donc O et B.
Dans le plan complexe, ce cercle a pour équation | z-1|=1.

L'ensemble des points M tels que le triangle OMM' soit rectangle est le cercle de centre A de rayon 1 privé
des points O et B.

0.5+

210 +
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3°) On pose z=1+i _ J2es.
2 |2-1|=|1+i-1]=|i|]=1donc M < (T).

Pour placer M' sur la figure, il faut appliquer a M la rotation d'angle % puis la translation de vecteur -u.

b.

Ne

(— |—)(1+|) 1|= 1eV3 1443

2

iz 1
|z'|=|e3z-1|= SHi—+iz =
2 2

A3 1 ﬁ_l‘
2

B _1+\/§2 1+«/§ \/ 1+«/_ 1+\/_ 1+/3
= \/( 2 2 +( 2 2x( x~[2 = 5
Il en résulte que l'aire du triangle OMM' est égale a :

OMxOM' |z|x|z'| 1 143 1443
= =Zx2x=—== UA
2 =5 V2" N7 2

Remarque : UA = 16 cm? (I'unité d’aires).
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