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Exercice no1: 
1) On a : 0422 =+− zz , .C∈z  
   a) ( ) ( )222 321216441424 iacb =−=−=××−−=−=∆ . 

      Donc 32i=δ et alors 31
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       Comme ''' zz = alors sa forme exponentielle est 32''
π

i
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−
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2) La droite d'équation 1=x coupe ( )Γ  en B et C (Voir figure). 

3) Soit ] ]ππθ ,−∈  et le point M( )θie2 . ( ) [ ]ππ
2

3
ON,OMet  N ≡
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∧
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  On a alors 2N =z et arg( ) [ ]ππθ 2
3N +≡z  d’où 
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
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4) a) Soient M( )z  et M'( ) ( )Mr' =z . On a [ ]
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    b) On a F=B*M donc 3
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        On a K=C*N donc 33
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        Montrons que r(F)=K? 

        On a : =−+ 3
F

3 22
ππ

ii
eze =−+









+ 33

3

22
ππ

θ

π

ii
i

i

eeee 33
2

3 22
πππθ iii

eee −++







 +
 

        312
3

3

2

1
 3 iie

i

−−++−=







 +
πθ

= =−+







 +

3

3

2

13 ie
i

πθ

K
33 zee

ii

=+
−







 + ππθ
et alors K.r(F)=  



 

 2

    c) Comme Kr(F) = alors [ ]
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 donc le triangle AFK est équilatéral. 

5) a) On a : ( ) ( ) 22232
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    b) Posons( ) =θf 






 +−
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θcos324
π

, ] ]ππ ,θ −∈ . 

     AF maximale ⇔ ( )  0
6

θsin32 0θ' f =

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
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θsin =
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

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 +⇔ π
  Zk , 

6
θ ∈=+⇔ ππ

k  

   Zk , 
6

∈+−=⇔ ππθ k , et comme ] ]ππ ,θ −∈  alors 
6

θ
π−=  

   ou
6

5
θ

π= .  Et comme 324
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-f −=

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   Alors AF est maximale⇔
6

5
θ

π=  

     Voir figure  

Exercice n°2: 

1) * Le rapport de f est ( ) 3
3

tanCB̂Atan
AB

AC
k =







=== π
. 

    * L'angle de f est [ ] [ ]πππ 2
2

2AC,ABθ ≡






≡
∧

. 

2) a) Le rapport de g est 
3

1

k

1

AC

AB
k' === . 

    b) l'axe ∆ de g porte la bissectrice intérieure de l'angleCÂB . 

    c) Soit D le point défini par .AC
3

1
AD = Montrons que g(B)=D? 

       Posons g(B)=B'. Comme gog est une homothétie de centre A et de rapport 
3

1

3

1 2 =







et puisque  

      B'gog(C)= , alors AC
3

1
AB' = .Donc DB'ADAB' =⇔= , d’où g(B)=D. 

     * Montrons que [ )BD est la bissectrice intérieure de l'angle CB̂A ? 
       Comme g(A)=A, g(B)=D et g(C)=B alors les triangles ABC et ADB sont semblables et par suite on a      

       DB̂ABĈA = , or 
6

BĈA
π= alors

6
DB̂A

π=  et on a aussi 
663

DB̂C
πππ =−=  donc =DB̂A DB̂C ce qui  
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      donne [ )BD est la bissectrice intérieure de l'angle CB̂A . 

3) a) fog est la composée d'une similitude directe f, de rapport3 , et d'une similitude indirecte g, de rapport  

      
3

1
, alors fog est une similitude indirecte de rapport 1

3

1
3 =× donc g est un antidéplacement. 

   Comme Afog(A) = et Cfog(C)=  alors ( )ACSfog= . 
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
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
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
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
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⇔ A=B*D' ⇔ ( ).BSD' A=  

4) Déterminons f(I)… 
   On a f(B)=C et f(D)=D' donc f((BD))=(CD').  
   On a aussi( ) ( ) ( )AJS AC =∆  et ( ) )(ffog ∆=∆ (car ( ) ∆=∆g ). Alors ( ) ( )AJf =∆  

   Comme { } ( )BD∆I ∩= alors { } ( ) ( )(BD)f∆ff(I) ∩= ⇔ { } ( ) ( )CD'AJf(I) ∩=  d’où Jf(I) = . 
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Exercice n°3: 

1) (E): 15347 =+ yx . 

  a) On a : ( ) 1424423853947 =+−=×+−× donc ( )8,9− est une solution de (E). 

  b) * Si ( )yx, est solution de (E) alors 15347 =+ yx ⇔ =+ yx 5347 ( ) 853947 ×+−× ⇔ ( ) ( )yx −=+ 853947  

         On a 
( )





=∧
+
14753

947/53 x
 alors )9/(53 +x donc il existe Zk ∈ tel que ⇔=+ kx 539 953 −= kx  

        Comme ( ) ( )yx −=+ 853947 alors ( )yk −=× 85353 47 , on trouve ky 478−=  

    * Réciproquement, si ( ) ( )kkyx 478,953, −−= alors =+ yx 5347 ( ) ( )kk 4785395347 −×+−×  

       147538539475347 =×−×+×−×= kk .Donc ( )yx,  est solution de (E). 

    Conclusion: ( ){ }Zkkk ∈−−=× ,478,953S ZZ . 

  c) * Six est un inverse de 47 modulo 53 ⇔ [ ]53mod147 ≡x ⇔  il existe un entier y tel que yx 53147 +=  

     ⇔ 15347 =− yx ( )yx −⇔ , est solution de (E) et par suite 953−= kx , Zk ∈ . 

      * Réciproquement si 953−= kx , Zk ∈ ,alors [ ]53mod185315347479534747 ≡×−+×=×−×= kkx  

     Conclusion:  L'ensemble des inverses de 47 modulo 53 est { }Zkk ∈− ,953 . 
  d) Si 1=k alors 44953953 =−=−k c'est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53. 
2) a) Comme 53 est premier et 15345 =∧ ,d'après le théorème de Fermat on a [ ]53mod14552≡  . 

    b) Comme [ ]53mod14552≡  alors [ ]53mod145 522 ≡× , par suite [ ]53mod145104≡ . 

        D’où [ ]53mod4545 2106≡  ⇔ ( ) [ ]53mod845 2106 −≡ ⇔ [ ]53mod1145106≡ . 
       Le reste de 45106 modulo 53 est égal à 11. 
3) a) N est la somme des 106 premiers termes d'une suite géométrique de raison 45 et de premier terme 1  

        donc
145

145
N

106

−
−= donc 44N= 145106− par suite [ ]53mod10N44 ≡ . 

    b) On a [ ]53mod10N44 ≡ ⇔ [ ]53mod109N≡− ⇔ [ ]53mod6054N≡− ⇔ [ ]53mod7N≡−  

        ⇔ [ ]53mod7N −≡ ⇔ [ ]53mod46N≡  donc le reste de N modulo 53 est égal à 46. 
 

Exercice n°4: 
xex sin)(f = , [ ]π,0∈x . 

1) a) f '(x)= ( ) xex sin.cos . 

       f '(x)=0 0)cos( =⇔ x
2

π=⇔ x [ ]( )π0,Car ∈x . 

      Voir le tableau de variation de f: 
   b) On a: [ ]π,0∈x ⇔ [ ]0,π−∈− x ⇔ ( ) [ ]ππ ,0∈− x . 

      et ( ) ( ) )(ff sinsin xeex xx ===− −ππ .Donc la droite 
2

:
π=∆ x est un axe de symétrie de( )fC . 

   c) On a: ( ) )0(f)0)(0('f:T +−= xy ( ) 1:T +=⇔ xy .(car f '(0) =f (0) =1). 

2) a) *D'aprés le tableau de variation de g on a 0
2

51 >







 +−
g et g ne s'annule pas sur 







 +−
2

51
,0 . 

       * La fonction g est continue et strictement décroissante sur 






 +−
1,

2

51
donc elle réalise une bijection  
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       de 






 +−
1,

2

51
sur 






















 +−−
2

51
,1 g ; et comme ∈0






















 +−−
2

51
,1 g alors l'équation g(x)=0 admet  

       une solution unique α dans l'intervalle 






 +−
1,

2

51
. 

      Conclusion: l'équation g(x)=0 admet une solution unique ] [1,0∈α . 

    b) * Si [ ]α,0∈x  on a 0)( ≥xg . 

        * Si [ ]1,α∈x  on a 0)( ≤xg . 

3) On a )1()(h sin +−= xex x , 




∈
2

,0
π

x . 

   a) On a ( ) )(sin1.)(sin11cos)('h sin2sin xgexexx xx =−−=−= pour tout 




∈
2

,0
π

x . 

   b) la fonction sinus est continue et strictement croissante sur






2
,0
π

, donc elle réalise une bijection de  

      






2
,0
π

 sur [ ]1,0 ; et comme [ ]1,0∈α  alors il existe un unique réel 




∈
2

,0
πβ tel que αβ =sin . 

    c) On a : sin[ ]( ) [ ] [ ]αββ ,0sin),0sin(,0 ==  et sin [ ]1,
2

sin,sin
2

, απβπβ =














=













. 

    d) Tableau de variation de h:  
      
        * h(0) =0 
        * h( ) ).1()1(sin +−=+−= βββ αβ ee  

        * h
2

11
22

2
sin πππ π

−−=






 +−=






 








ee  

     e) Comme 0
2

1 >−− π
e alors 0)(h >x  et par suite 1)(f +≥ xx  

        pour tout 




∈
2

,0
π

x . 

       ⇒  La courbe ( )fC  est au dessus de la tangente (T) sur l'intervalle 






2
,0
π

 .  

II) 1) a) Montrons que pour tout réel 0≥x on a xx ≤sin ? 
             Posons xxx sin)( −=Φ , 0≥x . 
             On a : 0cos1)(' ≥−=Φ xx , pour tout 0≥x . Donc Φ est croissante sur IR+. 

                   Par suite pour tout 0≥x  on a )0()( Φ≥Φ x 0)( ≥Φ⇔ x (car 0)0( =Φ ) ⇔ xx ≤sin . 

       b) Comme xx ≤sin  pour tout 




∈
2

,0
π

x , alors xx ee   sin ≤ pour tout 




∈
2

,0
π

x  et alors xex   )(f ≤ . 

       c) Pour placer le point de coordonnées 







e,

2

π
on trace la droite d'équation 1=x qui coupe la courbe de 

          la fonction exponentielle au point de coordonnées( )e,1 , on place alors le point de ( )fC de coordonnées  

         







e,

2

π
(Voir figure). 
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2) a) Pour tout 




∈
2

,0
π

x , on a xex   )(f ≤ , alors xexx x d )df(
1 

0 

1 

0 ∫∫ ≤ ⇔ [ ]1
0

1 

0 
 )df( xexx ≤∫ ⇔ 1- )df(

1 

0 
exx ≤∫ . 

      On a aussi pour tout 




∈
2

,1
π

x , 






≤≤
2

sin  sin  )1sin(
π

x  ⇔ 1  sin  )1sin( ≤≤ x ,alors ee x   sin ≤  

      En intégrant chaque membre entre 






2
,1
π

on aura xexx d  )df( 2
 

1 

2
 

1 ∫∫ ≤
ππ

⇔ 






 −≤∫ 1
2

)df(2
 

1 

ππ

exx . 

     b) Puisque la droite 
2

:
π=∆ x est un axe de symétrie de( )fC , on a : 

         A= =∫ 2
 

0 
d)(f2

π

xx 2∫ 2
 

0 
)df(

π

xx (Car f est positive) 

            ∫∫ += 2
 

1 

1 

0 
)df(2)df(2

π

xxxx  

           Et comme 2-2 )df(2
1 

0 
exx ≤∫ et ( )2)df(2 2

 

1 
−≤∫ π

π

exx  alors A 2−≤ πe  (*) 

        * Montrons que A ππ +≥
4

2

? 

          On a 1)(f +≥ xx pour tout 




∈
2

,0
π

x . Donc ∫∫ +≥ 2
 

0 

2
 

0 
1)d()df(

ππ

xxxx ⇔
2

0

2
2

 

0 2
)df(

π
π









+≥∫ x

x
xx  

          ⇔
28

)df(
2

2
 

0 

πππ

+≥∫ xx πππ

+≥⇔ ∫ 4
)df(2

2
2

 

0 
xx  d’où A ππ +≥

4

2

(**) 

          De (*) et (**) on déduit que ≤+ ππ
4

2

A 2−≤ πe . 

     


