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Exercice 1 (5 points) 

1. a.   𝐸 : 𝑧² − 2𝑧 + 4 = 0. 

Δ′ = 12 − 4 = −3 = ( 3𝑖)² . 

𝑧1 = 1 −  3𝑖    et     𝑧2 = 1 +  3𝑖 . 

b.  𝑧1 = 1 −  3𝑖 = 2  
1

2
−

 3

2
𝑖 = 2𝑒− 

𝜋

3
𝑖
. 

    𝑧2 = 1 +  3𝑖 = 2  
1

2
+

 3

2
𝑖 = 2𝑒

𝜋

3
𝑖
 

2. 𝐵  2𝑒
𝜋

3
𝑖 ∈ (Γ) et  𝑂𝐴      , 𝑂𝐵       =

𝜋

3
[2𝜋].  

𝐶  2𝑒− 
𝜋

3
𝑖  est le symétrie de 𝐵 par rapport l’axe des abscisses. 

3.  𝑂𝑀       , 𝑂𝑁         =
𝜋

3
 2𝜋 . 

𝐴𝑟𝑔  
𝑧𝑁−𝑧𝑂

𝑧𝑀 −𝑧𝑂
  2𝜋 = 

𝜋

3
 2𝜋 . 

𝐴𝑟𝑔 𝑧𝑁 − 𝐴𝑟𝑔 𝑧𝑀  2𝜋 =
𝜋

3
 2𝜋 . 

𝐴𝑟𝑔 𝑧𝑁 = 𝜃 +
𝜋

3
 2𝜋 . 

De plus 𝑁 ∈ (Γ) , alors  𝑧𝑁 = 2. 

Finalement : 𝑧𝑁 = 2𝑒  
𝜋

3
+𝜃  𝑖

. 

4. a.   L’expression complexe de la rotation 𝑟 de centre 𝐴 et d’angle 
𝜋

3
 a pour forme : 

𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏  avec 𝑎 = 𝑒
𝜋

3
𝑖
  et 𝑏 = 𝑧𝐴 1 − 𝑎 = 2(1 − 𝑒

𝜋

3
𝑖). 

Ce qui donne que 𝑧′ = 𝑒
𝜋

3
𝑖𝑧 + 2 − 2𝑒

𝜋

3
𝑖 . 

b. Le point 𝐹 est le milieu de [𝐵𝑀] donc 𝑧𝐹 =
𝑧𝐵 +𝑧𝑀

2
= 𝑒

𝜋

3
𝑖 + 𝑒𝜃𝑖 . 

L’image de 𝐹 par 𝑟(𝐴,
𝜋

3
) a pour affixe : 

𝑧′ = 𝑒
𝜋

3
𝑖  𝑒

𝜋

3
𝑖 + 𝑒𝜃𝑖  + 2 − 2𝑒

𝜋

3
𝑖
 = 𝑒

2𝜋

3
𝑖 + 𝑒  

𝜋

3
+𝜃  𝑖 + 2 − 2𝑒

𝜋

3
𝑖 

     = −
1

2
+

 3

2
𝑖 + 2 − 2  

1

2
+

 3

2
𝑖 + 𝑒  

𝜋

3
+𝜃  𝑖 =

1

2
−

 3

2
𝑖 + 𝑒  

𝜋

3
+𝜃  𝑖 = 𝑒− 

𝜋

3
𝑖 + 𝑒  

𝜋

3
+𝜃  𝑖

 

    =
𝑧𝐶+𝑧𝑁

2
= 𝑧𝐾. 
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D’où 𝑟
 𝐴,

𝜋

3
 
 𝐹 = 𝐾. 

c. Comme 𝑟
 𝐴,

𝜋

3
 
 𝐹 = 𝐾, alors  

𝐴𝐹 = 𝐴𝐾

 𝐴𝐹      , 𝐴𝐾        =
𝜋

3
 2𝜋 

 . 

Et par suite 𝐴𝐹𝐾 est un triangle équilatéral. 

5. a.   𝐴𝐹² =  𝑒
𝜋

3
𝑖 + 𝑒𝜃𝑖 − 2 

2

= |(−2 + cos
𝜋

3
+ cos 𝜃) + (sin

𝜋

3
+ sin 𝜃)𝑖|² 

              = (−2 +
1

2
+ cos 𝜃)² + (

 3

2
+ sin 𝜃)² 

              =  −
3

2
 

2

− 2 ×
3

2
cos 𝜃 +  cos 𝜃 2 +  

 3

2
 

2

+ 2 ×
 3

2
sin θ +  sin 𝜃 2  

              = 4 − 3 cos 𝜃 +  3 sin 𝜃  

              = 4 − 2 3(
 3

2
cos θ −

1

2
sin θ)  

              = 4 − 2 3(cos
𝜋

6
cos 𝜃 − sin

𝜋

6
sin 𝜃)  

              = 4 − 2 3 cos(
𝜋

6
+ 𝜃).  

b. Pour que 𝐴𝐹 soit maximale, il faut que cos(
𝜋

6
+ 𝜃) est minimale. 

Or cos(
𝜋

6
+ 𝜃) est minimale pour 𝜃 =

5𝜋

6
. 

Ce qui donne que 𝑧𝑀 = 2𝑒
5𝜋

3
𝑖
. 
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Exercice 2 (4 points) 

1. On a 𝑓 𝐴 = 𝐴 et 𝑓 𝐵 = 𝐶. 

Le rapport de 𝑓 est 
𝐴𝐶

𝐴𝐵
= tan

𝜋

3
=  3. L’angle de 𝑓 est  𝐴𝐵      , 𝐴𝐶        ≡

𝜋

2
[2𝜋]. 

2. a.  Le rapport de 𝑔 est 
𝐴𝐵

𝐴𝐶
= tan

𝜋

6
=

 3

3
 . 

b.  L’axe ∆ de 𝑔 est la droite qui porte la bissectrice intérieur de l’angle 𝐵𝐴𝐶 . 

c.  supposons que : 𝑔 𝑔 𝐶  = 𝐶′ alors 𝐴𝐶′        =
 3

3
×

 3

3
𝐴𝐶      =

1

3
𝐴𝐶      = 𝐴𝐷      . 

D’où 𝐶′ = 𝐷. Ou encore 𝑔 𝑔 𝐶  = 𝐷. 

Finalement 𝑔 𝐵 = 𝐷. 

𝑔 𝐴𝐶𝐵  = 𝐴𝐵𝐷   et on a : 𝐴𝐵𝐷 = 𝐴𝐶𝐵 =
𝜋

6
=

1

2
 𝐴𝐵𝐶 . 

Et par suite [𝐵𝐷) est la bissectrice intérieur de l’angle 𝐴𝐵𝐶 . 

3. a.  𝑓 ∘ 𝑔 est  la composée d’une similitude directe et une similitude indirecte. Donc 

𝑓 ∘ 𝑔 est une similitude indirecte de rapport  3 ×
 3

3
= 1. 

Et par suite 𝑓 ∘ 𝑔 est un antidéplacement. 

On a de plus 𝑓 ∘ 𝑔 𝐶 = 𝑓 𝐵 = 𝐶 et 𝑓 ∘ 𝑔 𝐴 = 𝑓 𝐴 = 𝐴 , càd 𝑓 ∘ 𝑔 fixe deux 

points . 

Finalement 𝑓 ∘ 𝑔 est une symétrie axiale d’axe  𝐴𝐶 . 

b.  On a 𝑓 𝐷 = 𝐷′  .Ce qui donne que 𝑓 ∘ 𝑔 𝐵 = 𝐷′ .Ou encore 𝑆 𝐴𝐶  𝐵 = 𝐷′. 

Et comme  𝐴𝐶 ⊥ (𝐴𝐵), alors 𝑆𝐴 𝐵 = 𝐷′. 

4. 𝐼 ∈ (𝐵𝐷) ∩ ∆ car (𝐵𝐷) est la droite qui porte la bissectrice qui issue de 𝐵 et ∆ est la 

droite qui porte la bissectrice qui issue de 𝐴. 

𝑓 𝐼 = 𝑓 𝑔 𝐼  = 𝑆 𝐴𝐶  𝐼 ∈ 𝑆 𝐴𝐶  (𝐵𝐷) ∩ 𝑆 𝐴𝐶  ∆  . 

 𝑓 𝐼  =  𝐷𝐷′ ∩  𝐴𝐽 . 
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Exercice 3 (4 points) 

1. a.  47 ×  −9 + 53 × 8 = 1. D’où (−9,8) est une solution de (𝐸). 

b.  On a   
47 ×  −9 + 53 × 8 = 1
47. 𝑥 + 53. 𝑦 = 1              

 , alors 47 𝑥 + 9 + 53 𝑦 − 8 = 0. 

Ou encore 47 𝑥 + 9 = −53 𝑦 − 8 . 

Comme 47 ne divise pas 53 alors d’après Gauss 47 divise 𝑦 − 8. 

On en déduit que 𝑦 = 8 + 47𝑘 , 𝑘 ∈ ℤ. 

47 𝑥 + 9 = −53 × 47𝑘 ⟹ 𝑥 = −9 − 53𝑘 , 𝑘 ∈ ℤ.  

Conclusion : 47. 𝑥 + 53. 𝑦 = 1 ⟹  
𝑥 = −9 − 53𝑘
𝑦 = 8 + 47𝑘   

 𝑘 ∈ ℤ.  

Réciproquement : 

Si  
𝑥 = −9 − 53𝑘
𝑦 = 8 + 47𝑘   

 𝑘 ∈ ℤ   , alors 47.  −9 − 53𝑘 + 53.  8 + 47𝑘 = 1. 

Donc  𝑥, 𝑦  est une solution de (𝐸). 

c. On a 47. 𝑥 + 53. 𝑦 = 1 , alors  47. 𝑥 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 53). 

Et par suite 𝑥 est l’inverse de 47 modulo 53. 

L’ensemble des inverses de 47 modulo 53 est {−9 − 53𝑘 , 𝑘 ∈ ℤ}. 

d. Pour 𝑘 = −1 on obtient le plus petit inverse positif de 47 modulo 53. 

44 est le plus petit inverse positif de 47 mod 53. 

2. a.  53 est premier et 53 ne divise pas 45.  

On applique le petit théorème de Fermat, on obtient : 

4553−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 53) ; d’où le résultat. 

b.  45106 ≡ (4552)² × 452(𝑚𝑜𝑑 53) 

                ≡ 452 𝑚𝑜𝑑 53  

                  ≡ 11(𝑚𝑜𝑑 53). 

3. a.  On sait que  45 − 1  1 + 45 + 452 + ⋯ + 45105 = 45106 − 1. 

Or 45106 − 1 ≡ 11 − 1 𝑚𝑜𝑑 53 ≡ 10 𝑚𝑜𝑑 53 . 

D’où 44 𝑁 ≡ 10 𝑚𝑜𝑑 53 . 

b.  d’après 1)d) on sait que 44 est l’inverse de 47 mod 53  

càd 44 × 47 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 53  

Comme 44 𝑁 ≡ 10 𝑚𝑜𝑑 53 , alors : 

 47 × 44 𝑁 ≡ 47 × 10 𝑚𝑜𝑑 53  

Ce qui donne :  

𝑁 ≡ 470 𝑚𝑜𝑑 53 ≡ 46(𝑚𝑜𝑑 53). 

D’où le reste de 𝑁 modulo 53 est 46. 
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Exercice 4 (7 points) 

I.  

1. a.  𝑓1: 𝑥 ⟼ sin 𝑥 est dérivable sur ℝ, en particulier sur [0, 𝜋]. 𝑓1  0, 𝜋  = [0,1]. 

     𝑓2: 𝑥 ⟼ 𝑒𝑥  est dérivable sur ℝ, en particulier sur 𝑓1  0, 𝜋  = [0,1]. 

D’où 𝑓 est dérivable sur [0, 𝜋] et on a : 

𝑓 ′ 𝑥 = cos 𝑥 . 𝑒sin 𝑥   

𝑥 0                          
𝜋

2
                                  𝜋 

𝑓 ′ 𝑥               +            O                − 

𝑓 𝑥                              𝑒 

 

 

1                                                        1 

b.  si 𝑥 ∈ [0, 𝜋] alors 2
𝜋

2
− 𝑥 ∈ [0, 𝜋]. 

    𝑓  2
𝜋

2
− 𝑥 = 𝑓 𝜋 − 𝑥 = 𝑒sin (𝜋−𝑥) = 𝑒sin 𝑥 = 𝑓(𝑥).  

D’où ∆ ∶ 𝑥 =
𝜋

2
  est un axe de symétrie de la courbe 𝒞𝑓 . 

c.  𝑇 ∶ 𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓(0) ou encore  𝑇 ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1. 

2. a.   Pour 𝑥 ∈]0,
−1+ 5

2
] , 𝑔 𝑥 > 0. C'est-à-dire l’équation 𝑔 𝑥 = 0 n’admet pas de 

solutions sur ]0,
−1+ 5

2
]. 

       Pour 𝑥 ∈]
−1+ 5

2
, 1[  , 𝑔 continue, strictement décroissante. 

𝑔( ]
−1+ 5

2
, 1   =] − 1, 𝑔(

−1+ 5

2
)[   ,   avec 𝑔(

−1+ 5

2
)  > 0. 

On conclut que 𝑔réalise une bijection de ]
−1+ 5

2
, 1[ sur ] − 1, 𝑔(

−1+ 5

2
)[   . 

Comme 0 ∈] − 1, 𝑔(
−1+ 5

2
)[ , alors il existe un unique antécédent 𝛼 ∈]

−1+ 5

2
, 1[ tel 

que 𝑔 𝛼 = 0. 

Conclusion : 𝑔 𝑥 = 0 admet une unique solution 𝛼 ∈]
−1+ 5

2
, 1[. 

b.   

𝑥 0                          𝛼                                  1 

𝑔 𝑥               +            O                − 

3. a.  𝑕 est dérivable sur [0,
𝜋

2
] et on a : 

𝑕′ 𝑥 = cos 𝑥 𝑒sin 𝑥 − 1 = 𝑒sin 𝑥 1 − sin ²𝑥 − 1 = 𝑔(sin 𝑥). 

b.  la fonction 𝑥 ⟼ sin 𝑥 réalise une bijection de [0,
𝜋

2
] sur [0,1]. 
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Et comme 𝛼 ∈ [0,1], alors il existe un unique 𝛽 ∈ [0,
𝜋

2
] tel que sin 𝛽 = 𝛼. 

c. sin  0, 𝛽  = [0, 𝛼] et sin   𝛽,
𝜋

2
  = [𝛼, 1]. 

d.  

𝑥 0                                𝛽                                  
𝜋

2
 

𝑕′ 𝑥               +                  O                − 

𝑕 𝑥                                 𝑕(𝛽) 

 

 

0                                        𝑒 −
𝜋

2
− 1 = 0,147 

e. D’après le tableau de variation de 𝑕 on a :  

𝑕 𝑥 ≥ 0 ou encore 𝑓 𝑥 ≥ 𝑥 + 1, pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
]. 

On en déduit que 𝒞𝑓  est située au dessus de  𝑇 . 

II.   

1. a.  posons la fonction 𝜑 𝑥 = 𝑥 − sin 𝑥 , pour tout 𝑥 ≥ 0. 

𝜑 est dérivable sur ℝ+ et on a : 𝜑′ 𝑥 = 1 − cos 𝑥 ≥ 0. 

Il est clair alors que 𝜑 est croissante sur ℝ+ 

Et par suite 𝜑 𝑥 ≥ 𝜑 0 = 0 , pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
]. 

Ou encore 𝑥 ≥ sin 𝑥 , pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
]. 

b.  On a : pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
], sin 𝑥 ≤ 𝑥 , alors 𝑒sin 𝑥 ≤ 𝑒𝑥 . 

D’où 𝑓 𝑥 ≤ 𝑒𝑥  , pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
]. 

2. a.  On a : 𝑓 𝑥 ≤ 𝑒𝑥  , pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
] ⟹  𝑓(𝑥

1

0
)𝑑𝑥 ≤  𝑒𝑥𝑑𝑥

1

0
. 

D’où  𝑓(𝑥
1

0
)𝑑𝑥 ≤ 𝑒1 − 𝑒0 = 𝑒 − 1. 

D’après I)1)a) 𝑓 𝑥 ≤ 𝑒 , pour tout 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ⟹  𝑓(𝑥
𝜋

2
1

)𝑑𝑥 ≤  𝑒 𝑑𝑥
𝜋

2
1

. 

D’où  𝑓(𝑥
𝜋

2
1

)𝑑𝑥 ≤ 𝑒(
𝜋

2
− 1). 

b.  ∆∶ 𝑥 =
𝜋

2
  est un axe de symétrie de la courbe 𝒞𝑓 . 

D’où 𝒜 =  𝑓(𝑥
𝜋

0
)𝑑𝑥 = 2.  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

2
0

≤ 2  𝑒
𝜋

2
− 𝑒 + 𝑒 − 1 = 𝑒𝜋 − 2. 

D’autre part : 𝑓 𝑥 ≥ 𝑥 + 1, pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
], 

𝒜 = 2  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

2
0

≥ 2  𝑥 + 1 𝑑𝑥 = 2  
1

2
𝑥2 + 𝑥 

𝜋

2
0 0

𝜋

2

=
𝜋²

4
+ 𝜋  

Finalement : 
𝜋²

4
+ 𝜋 ≤ 𝒜 ≤ 𝑒𝜋 − 2. 
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