EXAMEN DU BACCALAUREAT Durée : 4 H
SESSION DE JUIN 2015 Coefficient : 4
Section : Mathématiques Session Principale
Correction

Exercice 1 (5 points)

1. a. (E):z*—2z+4=0.
A =1%—4=-3=(/30)?2.
z1=1-3i et z,=1++3i.
bz =1-+3i=2(3-2i) =2e75"

2, =1+3i=2(3+20) = 2¢F

2. B(2e3') € (1) et (04,08) =X [2n].
C (Ze_%i) est le symétrie de B parrapport 1’axe des abscisses.
==\ 1
3. (0M,0N) =% [2x].

Arg (M) [27] = %[Zn].

ZM—20
Arg(zy) — Arg(zy)[2n] = = [27].
Arg(zy) =6+ % [27].

De plus N € (I), alors |zy| = 2.
Finalement : zy = Ze(%w )i.

4. a. L’expression complexe de la rotation 7 de centre A et d’angle % a pour forme :
z =az+b aveca=e3 eth=2z,(1—a)=2(1-e3).
Ce qui donne que z = e3'z 4+ 2 — 2e3'.

BtZm

b. Le point F est le milieu de [BM] donc zp = ZT =e3' 4 ef.

L’image de F par T (axy & pour affixe :
'3

, T, . i . 21, T . T,
z =e3 (e?l + eel) +2—2e3 =e3' + e(§+9)l +2—2e3

= —%+‘/2—§i+2 —2(§+§i) +el50) =%—§i+e(g+6)i = e 5 4 el50)
= Z_C-;ZN = Zg.
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D’OﬁT(AE)(F) =K.
'3

AF = AK

. C =~ (F) =K,al —= = .
c¢. Comme r(A'E)( ) alors {(AF,AK) =%[271’]

Et par suite AFK est un triangle équilatéral.

7, , 2
5. a. AF?*= |e§’ + ef — 2| =|(-2 +cos%+cos€) + (sin§+sint9)i|2

= (-2 +%+ cos 8)? + (§+sin 0)?

= (—%)2 -2 x%cos@ + (cos 6)? +(?)2 +2 ><§sin9+(sin6’)2
=4 —3cosf ++/3sinb

=4 - Zﬁ(gcose —%sine)

=4 - 2\/§(cos%cost9 - sin%sin@)

=4 - 2\/§cos(%+ 0).

b. Pour que AF soit maximale, il faut que COS(% + 6) est minimale.

Or cos(% + 6) est minimale pour 6 = 5?”.

57,
Ce qui donne que z)/ = 2e3 .

Tél:92 378 266

Page 2

@/VW hp+cu/9



Exercice 2 (4 points)
1. Onaf(A) =Aetf(B)=C

Le rapport de f est % = tan% = /3. L’angle de f est (Zﬁ, A_)C) = %[Zn].
2. a. Lerapportde g est % = tan% = ?

b. L’axe A de g est la droite qui porte la bissectrice intérieur de I’angle BAC.

c. supposons que : g(g(C)) = C'alorsﬁ—x/—xﬁAC——AC AD.

D’ou €' = D. Ou encore 9(g(©)) =D.

Finalement g(B) = D

g(m)zm etona: ABD =m=%=%m‘.

Et par suite [BD) est la bissectrice intérieur de I’angle ABC.

3. a. fog est lacomposée d’une similitude directe et une similitude indirecte. Donc

f o g est une similitude indirecte de rapport V3 x ? =1,

Et par suite f o g est un antidéplacement.
On a de plus fog(C) =f(B)=C et fog(A) =f(A)=A, cad f o g fixe deux
points .
Finalement f o g est une symétrie axiale d’axe (AC).
b. Ona f(D) = D" .Ce quidonne que f ¢ g(B) = D' .Ou encore Siscy(B) = D
Et comme (AC) L (AB), alors' Sy(B) = D'.
4. 1 € (BD) N A car (BD) est la droite qui porte la bissectrice qui issue de B et A est la
droite qui porte la bissectrice qui issue de A.
F() = f(a(D) = Scy(D € Siacy((BD)) N Sacy(A) .
(D= (DY n(AD.

fi)

lw)
pd
w
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Exercice 3 (4 points)
1. a. 47 x (=9) + 53 x 8 = 1. D’ou (—9,8) est une solution de (E).

47 X (—9)+53x8=1
47.x+53.y =1

Ou encore 47(x + 9) = —53(y — 8).

b. Ona { ,alors 47(x +9) + 53(y — 8) = 0.

Comme 47 ne divise pas 53 alors d’apres Gauss 47 divise y — 8.
Onen déduitque y = 8 + 47k ,k € Z.
47(x +9) = —53 x 47k = x = -9 — 53k ,k € Z.

. x =—-9—53k
Conclusion: 47.x +53.y =1 = {y — 8447k k € Z.
Réciproquement :
.(x =—-9—-53k
Si {y — 8447k k € Z ,alors 47.(—9 — 53k) + 53.(8 + 47k) ='1.

Donc (x,y) est une solution de (E).
¢. Ona47.x+53.y=1,alors 47.x =1 (mod 53).
Et par suite x est I’inverse de 47 modulo 53.
L’ensemble des inverses de 47 modulo 53 est {—9 =53k , k € Z}.
d. Pour k = —1 on obtient le plus petit inverse positif de 47 modulo 53.
44 est le plus petit inverse positif'de 47 mod 53.
2. a. 53 est premier et 53 ne divise pas 45.
On applique le petit théoréeme de Fermat, on obtient :
455371 = 1(mod 53) ; d’ou le résultat.
b. 45106 = (45°2)2 x 452 (mod 53)
=45%(mod 53)
= 11(mod 53).
3. a. Onsait que (45 — 1)(1 + 45 + 452 + -+ + 45105) = 45106 _ 1,
Or 4519~ 1= 11 — 1(mod 53) = 10(mod 53).
D’ou 44 N = 10(mod 53).
b. d’apres 1)d) on sait que 44 est I’inverse de 47 mod 53
cad 44 X 47 = 1(mod 53)
Comme 44 N = 10(mod 53), alors :
47 X 44 N = 47 x 10(mod 53)
Ce qui donne :
N = 470(mod 53) = 46(mod 53).
D’ou le reste de N modulo 53 est 46.
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Exercice 4 (7 points)
I.
1. a. fi:x > sinx est dérivable sur R, en particulier sur [0, ]. f; ([0,]) = [0,1].
fo:x ¥ e* est dérivable sur R, en particulier sur f; ([0,7]) = [0,1].

D’ou f est dérivable sur [0, ] eton a :

f'(x) = cosx.esn*
X 0 % T
f + ¢ -
fx) e
1 1

b. six € [0, ] alors 2%— x € [0, m].

f(z%_ X) — f(T[ —x) = esin(m—x) — psinx & ().
D’ouA: x = % est un axe de symétrie de la courbe Cr.

c. (M:y=F0)(x—0)+f(0)ouencore (T)%y=x+1.

2. a. Pour x €]0, #ﬁ] , g(x)=>0. C'est-a-dire I’équation g(x) = 0 n’admet pas de

—1+/5

solutions sur |0,

1.

—1+/5
2

Pour x €] , 1[ , g continue, strictement décroissante.

91722 1= - gD | avee g

—1+V5

_1;”/5) > 0.

A sur] = 1,g 3O

—1+V5

On conclut que gréalise une bijection de |

Comme 0 €]~ 1, g(

)[ , alors il existe un unique antécédent o €]

_1?@ 1 tel

que g(a) = 0.
—1+V5

Conclusion : g(x) = 0 admet une unique solution a €] 1.

b.
X 0 a 1

g(x) + <P —

3. a. hestdérivable sur [0, %] etona:

h'(x) = cosx es"* —1 = 5" *\/1 —sin%x — 1 = g(sinx).

b. la fonction x — sin x réalise une bijection de [0, %] sur [0,1].
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Et comme a € [0,1], alors il existe un unique 8 € [0, %] tel que sinf§ = a.

c. sin([0,B]) = [0, a] et sin ([,8,%]) = [a, 1].

d.
x 0 B g
h (x) + q —
h(x) h(B)
0 e—2—1=0,147
e. D’apres le tableau de variation de h on a:

h(x) = 0 ou encore f(x) = x + 1, pour tout x € [0, %].
On en déduit que Cf est située au dessus de (T).

II.
1. a. posons la fonction @(x) = x — sin x , pour tout x = 0.
¢ est dérivable sur Ry etona: ¢ (x) =1 —cosx >0.

I1 est clair alors que ¢ est croissantesur R,

Et par suite ¢ (x) = ¢(0) = 0 ,pour tout x € [0,%].

Ou encore x = sin x , pour tout x € [0, g].

b. On a: pour tout x € [0,%], sinx < x , alors e5" ¥ < e*.

D’ou f(x) < e*, pour tout x € [O,%].
2. a. Ona: f(x) < e*, pour tout x € [0,%] = fol fo)dx < fol e*dx.

D’ou fol f)dx <el—e’=e—1.

D’apres I)1)a) f(x) < e, pour tout x € [0, 7] = flgf(x)dx < f?e dx.

D’ou flgf(x)dx <eG—1).

b. A: x = % est un axe de symetrie de la courbe Cy.

D’ou A = fonf(x)dx = 2.f0%f(x)dx < 2(6%— ete— 1) =em — 2.

D’autre part : f(x) = x + 1, pour tout x € [0, %],

NI

c"l=Zf()Ef(JC)GUC22f05x+1alx=ZEXZ+x]O=’TTZ.|_7T

2
Finalement : % +n<A<Len—2.
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