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Dans I'annexe ci-jointe (0.1, j) est un repére orthonormé du plan.

Cf est la représentation graphique de la fonction f définie sur R_ par

2
f(x)=— XAXMXAX o x>0 et £(0)=0.
(x+1)°
Le réel o est I'abscisse du point d'intersection de la Cf avec |'axe des absciss
autre que le point O. &J‘/e
d
1) al/ Par lecture graphique, donner le signe de f(x) . ,}0
b/ Montrer que Ina=—(a+1) . %¢
2) On considere la fonction g définie sur [a,+oc[ par g(x)= ‘12: +1
X
et on désigne par Cg la courbe représentative de g dans le repére (0. 1. ).

-g(i)=0.

Montrer que .1353. g(x)=+=» et que ‘li_‘u_; =

3) a/ Montrer que pour tout réel X appartenant a I'intervalle[a.«r.l[, g'(x):—!—(’—?—)—.
b/ Dresser |e tableau de variation de g.

4) al/ Montrer que g(a)=1-a.
b/ Construire alors, sur I'annexe, le point de la courbe Cg d'abscissea .

¢/ Tracer la courbe Cg.
5) On désigne par A l'aire (en unité d'aire) de la partie du plan limitée par les courbes

Cg , C; etles droites d'équations x=a et x=1.
a) Montrer, en utilisant une intégration par parties, que

1 1
L f(x)dx = —[xg(x)]:‘ i L g(x)dx.
b/ En déduire que A = o’ ~a +1.
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1) a) Signe de fix) :

x 0 a +00 /
fx)| # — /
=0ha=—(a+1) ¢

- a*+aln(a)+a
b) fa) =0 :———(c+ﬂ=
x — : A K0,
2) xl_i'x}»lmg(:vc) =xl-i-To= -Tl-.lnx-i- 1) = 400 , (xl-'oTx ey =1)
T R R
e I ) e I (s T ) 20
1 __ f(x) -
3)a)g x)=—— }6/
b) X +00 2}
g'x |0 -1 é,
: / +90 ZZ
2(x) o(a)
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ala+l)
a+l ¥

b) voir figure 2 “%“
¢) voir figure 2 .
5)a) f: f(x)dx = J’: -xg(x) \\“
On pose u(x) = =x - u@=-1 s\%
v =gx) - vix)=gX \%
Alors f: f(x)dx = —[x.g(x)]} + f: g(x)dx

b)A = f:lf(x)—g(x)ldx(u. a) = f:gl(x) - f(x)|dx (w.a)= f:g(x)dx- f:f(x)dx(u. a)
= f:g(x)dx - [—x.g(x)] + f:g(x)dx (u.a) = [x.g(x)]} = g(1) — agla)
A=1-all-a)=c*—-a+1

4)a)g(a)=:'7":+1=— 1-a

“, |

Exercice 2 SP 2011 ©

Dans la figure ci-contre on a représenté dans

un repére 2Mononné la courbe C; de la fonction & A/
f: x> e * ainsique la droite A d'équation y=x. \
1) a) Utiliser le graphique pour justifier que I'équation - '
o 4 =x adnel dane [0, 1] une solution unique . 7|7
b) Vérifier que 0.8<a< 09.
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U= 1
U..=f(U,):n=0
a) Montrer que pour tout entier natureln, 0=U_ =1.

b) Montrer que pour tout réel x € [0, 1], |f'(x)| < %

c) Montrer que pour tout entier naturel n, |Up+t -l = % |Up - al.

n
d) En déduire que pour tout entier naturel n, |U, -al < (%) :

e) Montrer que la suite (U,) est convergente vers a.
3) a) Déterminer un entier naturel n, tel que, pour n=n,, |Uy-al< 1073,

b) En déduire une valeur approchée de a a 107 prés .

\ 4

X
4

1) f(x)=e

a/ Cgcoupe A eu point unique d’abscisse un réel de I'mntervalle [0.1]. donc

s Aty =x

I'équation e * —x =0 admet dans [0.1] une solution unique a.
b/ f{0.8)-0.8 =0.0187307... >0 et f{0.9)-0.9=-0.10148378 < 0 donc 0.8 < <0.9.

g =1 0” l L]
Z)Onpose.{”".l =f(u,).:nz0 es atIAy
a/ Montrons que pour tout n.0 = u, 51 I” E”

¢Onaw=1donc 05 1p 5 1.
¢ Soit n un entier naturel. supposons que 0 5 #, 51 et démontrons que 0 5 1,.; 51
Ona 0% u, 31 alors fi]) 5 fluy 5 f10)  ( fest décroissante sur [0.1])

L
3

dot e*Fu+13 1 parsuite 0 Tipe1 = 1
b / Montrons que pour tout réel x €[0,1], f(x) & % .
Ona f(x)= —le":x alors [f (x )| = -l—e—:" =lf (x)
4 4 4
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|d’out pour x €[0.1]. |f (x)|= %f (0) ( car fest décroissante sur [0.1])
ainsi IFee)l= % :

=1
c / Montrons que pour toutn, |u, , —a|=—|u

o

On a : ¢ fest dénivable sur [0,1]

¢ Pourtout x =[0.1], |[f (x)| = l‘
Donc pour deux réels aet bdans [0.1Jona: |/ ()~ (a)|= %| b—a|
En posant b =u, et a = a ( ce qui est légitime puisque a et u, sont rous dewux dans [0.1]

on obtient |f ) —f (@)= %'u, 4

Ainsi |u,,,,~a|~..%[n,,-a|. %/.
d / Démontrons que pour tout n, |w, —a | = t % ) /4
¢ Vérifions pourn = 0 : /@

o

: T (y
Ona: |ug—a|=|1-a|=1 —( = ] car up et a appartiennent a [0.1]. ”

e y : 1
+Soit n un entier un entier naturel, supposons que (v, —« | ‘_( '—‘- ’ el montrons

LTS
que|u,,, ~a|= { i ]
Ona: |u,,-u|'_[-.l; ’ alors %|u,,-u|-..%l :lil
1 1 nel
Or : |ty —a| = —4—|u,, ~a| d'on |t —a|= ‘ = I

SES Iy
Ainsi pour tout n, |u, ~ea | = - l

e / Montrons que la suite # converge vers « :
L

Ona him [ l‘ ) = 0 donc hm |u,, —a] =0 d'on limuwu, =a.
" -—een - LR 2 g "

-
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3) a/ Déterminons un entier naturel 7o tel que pour 7 & no. |1, —a | <107

|2, —a | <107 dés que (%] =107 signifie m[(%] ]sln(lO")

signifie —n In(4) & — 3In(10) signifie 7 > % signifien ® 4.9828...

On prend donc n = 5.

Dans l'annexe ci-jointe (O, 1, | ) est un repére orthonormé et Cyest la courbe
représentative de la fonction fdéfinie sur [3,+ = [ par f(x)-ln(x +Vx? —9).
Soit E la partic du plan limitée par la courbe Cy et les droites d'équations x

x=35 et y=In3. On désigne par A l'aire (en unité d'aire) de E. é
1) Hachurer E.

=

(a1

2) a) Vérifier que f(5) = 2In3. o
b) Soit M et N les points de la courbe Cy d'abscisses respectives 3 et Set £

P et Q les points de coordonnées respectives (5, In3) et (3, 2In3). —_—

Placer, dans le repére (O, i, j ), les points M, N, P et Q. -
¢) Calculer I'aire du rectangle MPNQ et I'aire du triangle MPN. ]
d) Endéduireque In3 < A <2In3. CED

3) a) Calculer lim f(x).

X~ +am

b) En utilisant le graphique, justifier que f réalise une bijection de  [3, 490 sur
Iintervalle [In 3, +oof.

4) Soit g la fonction réciproque de la fonction f et Cg sa courbre représentative dans
le repére (O. i,] )

Tracer la courbe C,.

5) Soit E' la partic du plan limitée par la courbe C et les droites d”équations

x=In3, x=2In3 et y=5. On désigne par A’ l'aire (en unité d'aire) de E'.
a) HachurerE',
b) Montrer que A'-SInB—I:::’g(x)dx.

= e* +9¢™*
6) a) Montrer que pour tout réel x de I'intervalle [In3, + =f, g(x) = P

2in3
b) Calculer Im g(x)dx et en déduire la valeur de A.




1) Voir figure.

<
2) a) £(5)=In(5+425-9)=In(9)=1In(3")=2In3. /&/
b) Voir figure. Z/I/
) Aypng =MPxPN=(5-3)(f(5)-In3)=2(2In3-In3)=2ln3. //22
Am_MPxPN_ZlnB_ 0 'Sy
2 aly
d) Ay SASA g donc In3<A<2in3. /4]
lim x +yx* +9 = 40 . %
3)F a) g Xt donc lim f(x)= 4.
ll_llg Inx = 4= X=psa0
b) La fonction f est continue et strictement croissante sur [3. +<n[ donc elle réalise une
bijection de (3. +2r[ sur £([3, ) =[ £(3),lim[ = [n3, 4.
4) C, estle symétrique de C, par rapport a la droite y = x (voir figure).
5) a) Voir figure.

b) On considére les points M'(In3.0). Q'(2In3.0), N'(2In3.5) et P'(In3.5) et on désigne
par A, "aire du rectangle M'Q'N'P’ et par B I'aire de la partie du plan limitée par C,, l'axe

des abscisses et les droites d’équations respectives x = In3 et x = 2In3.
A'=Ayqur —B. OF Ayqyp =M'PXM'Q'=5(2In3~In3)=S3et B= [ g(x)dx, on

en déduit que A'=5In3 - J' g(x)dx
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6) a) Pourtout x & [In3,+efet y &3, 4|
g(x)=y=f(y)=x c:>ln(y+‘/y’ -9)-x =3 y+\,y5 —9=e* o Jy' -9 =¢"-y

-9 =(e* ~- i 2 9=~ x 2 Aver = o%
< |y —9-e’—yc){y: 9 (e y) Q{y 9=e 2ye" +y O{-)'E et +9

=y et Ty ety
_e™+9 _e* +9e7*
=¥ = T2v = Y™ 2 . Onendéduit que pour tout
e*2y "2y

x €[In3, 4+, g(x)-i"-",&:.

2wy 2mye® 4 9e™ {2 P i A
b) _L, g(x)dx 'L, %dx -[ET]" =4 donc A'=(5In3-4)ua et puisque E

et E’ sont symétriques par rapport a la droite y = x, il en résulte que A = A'=(5In3-4)ua.
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