\ Exercices sur les lois de probabilités continues ‘

Exercice n°1 : X est la variable aléatoire de la loi continue et uniforme sur [0 ; 1]. Donner la probabilité
des événements suivants :

a.p(04<X<06) b.p(X>0735) cp(xel;:3]) dpx=05)

Exercice n°2 : Un livreur a promis de passer chez un client entre 10h et 11h. On suppose que la
probabilité de son passage est uniformément répartie.

1°- Quelle est la probabilité qu’il arrive avant 10h10min ?

2°- Quelle est la probabilité qu'il arrive entre 10h20 min et 10h40min ?

3°- Sachant que le client a attendu le livreur 15 minutes, quelle est la probabilité qu'il arrive dans les dix
prochaines minutes ?

Exercice n°3 : La durée d’attente a une caisse de supermarché est assimilée a une loi exponentielle. La
variable aléatoire égale au délai d’attente suit une loi exponentielle de paramétre A = 0,04.

1°- Quelle est la probabilité qu’un client attende moins de cinq minutes ?

2°- Quelle est la probabilité qu’il attende plus de 15 minutes ?

Exercice n°4 : La durée de vie d'un composant électronique est une variable aléatoire T (exprimée en
jours) qui suit la loi exponentielle de paramétre 0,000 4. Calculer p(T < 300) ; p(T = 300)
Calculer p(rs200)(T = 500).

Exercice n°5 : La durée de vie, exprimée en heures d'un agenda électronique est une variable aléatoire X
qui suit une loi exponentielle de parameétre A = 0,00026

1°- Calculer p(X < 1000) et p(X > 1000).

2°- Sachant que I'événement (X > 1000)est réalisé, calculer la probabilité de I'événement (X > 2000).
3°- Sachant qu’un agenda a fonctionné plus de 2000 heures, quelle est la probabilité qu’il tombe en panne
avant 3000 heures ?

Exercice n°6:

Le laboratoire de physique d'un lycée dispose d’un parc d’'oscilloscopes identiques. La durée de vie en
années d’'un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la « loi de durée de vie sans
vieillissement » (ou encore loi exponentielle de parameétre A avec 4 > 0.

Toutes les probabilités seront données a 10-3 pres.

1°- Sachant que p(X > 10) = 0,286, montrer qu’une valeur approchée a 10-3 pres de 4 est 0,125.

On prendra 0,125 pour valeur de A dans la suite de I'exercice.

2°- Calculer la probabilité qu'un oscilloscope du modéle étudié ait une durée de vie inférieure a 6 mois.
3°- Sachant qu’un appareil a déja fonctionné huit années, quelle est la probabilité qu’il ait une durée de vie
supérieure a dix ans ?

4°- On considere que la durée de vie d'un oscilloscope est indépendante de celle des autres appareils. Le
responsable du laboratoire décide de commander 15 oscilloscopes. Quelle est la probabilité qu’au moins
un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans ?

5°- Combien I'établissement devrait-il acheter d’oscilloscopes pour que la probabilité qu’au moins I'un
d’entre eux fonctionne plus de 10 ans soit supérieure a 0,999 ?

Exercice n°7: La durée en jours d'une plongée effectuée par un sous marin nucléaire est modélisée par
une variable aléatoire de loi exponentielle. En consultant les livres de bord, on constate que 88 % des
plongées ont duré plus de 6 jours.

a) Déterminer a 10-2 pres le parametre de la loi exponentielle.

b) Calculer la probabilité pour qu'une plongée dépasse 3 jours.

c) Calculer la probabilité pour qu'une plongée dépasse dix jours sachant que le sous-marin est immergé
depuis déja 7 jours.

d) Comparer les résultats des questions b) et c) .

@ NW nad <“9'°



Exercice n°8 : Soit une variable aléatoire continue qui suit une loi exponentielle de parameétre A .
Partie A : La courbe ci-dessous représente la fonction densité associée :

8] 0.5 1

!
1.5 l'2 125
I

1. Interpréter sur le gfaphique la probabilité p(X < i)
2. Indiquer sur le graphique ou se lit directement le paramétre A

PartieB : On pose A = 1,5.
1. Calculer p(X < 1). On en donnera la valeur exacte puis une valeur approchée a 10~ 3prés par exces.
2. Calculer p(X = 2)
3. Déduire des calculs précédents I'égalité suivante :
p(1<X<2)=0,173 a 1073 pres

4. Calculer a I'aide d'une intégration par parties::
X

F(x) = f 1,5e~b5ttdt
0

Déterminer la limite quand x = +co de F(x).
On obtient ainsi 'espérance de la variable X.

Partie C : Une machine outil fabrique des cylindres.
On mesure I'écart, en dixiemes de millimetres, entre le diameétre des cylindres et la valeur de réglage de la
machine. On suppose que cet écart suit une loi exponentielle de parameétre A = 1,5.

* sil'écart est inférieur a 1, le cylindre est accepté

* sil'écart est compris entre 1 et 2, on procede a une rectification qui permet d’accepter le cylindre
dans 80 % des cas.

* si'écart est supérieur a 2, le cylindre est refusé.
1. On préléve au hasard un cylindre dans la production.

a. Montrer que la probabilité qu'il soit accepté est égale 3 0,916 a 10~ 3preés.

b. Sachant qu'il est accepté, quelle est la probabilité qu’il ait subi une rectification ?

2. On préleve de maniére indépendante dix cylindres de la production. On suppose le nombre de cylindres
suffisamment important pour assimiler ce tirage a des tirages successifs avec remise.

a. Quelle est la probabilité que les dix cylindres soient acceptés ?

b. Quelle est la probabilité qu’au moins un cylindre soit refusé ?
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Exercice n°1 : X est la variable aléatoire de la loi continue et uniforme sur [0 ; 1].
a.p(04<X<06)=06—-04=0,2
b.p(X>035)=1-p(X<035)=1-0,35=0,65

1 1 1 1 _1
cp(xelsi])=3-5=3
d.p(X=05)=0

Exercice n°2 : Un livreur a promis de passer chez un client entre 10h et 11h. On suppose que la
probabilité de son passage est uniformément répartie.
Soit X la variable aléatoire égale au temps en heures écoulé aprés 10h
1°- Quelle est la probabilité qu’il arrive avant 10h10min ?
1 1 1 1
p(XS 6) =5 0—6 (10m1n—6h)
2°- Quelle est la probabilité qu'il arrive entre 10h20 min et 10h40min ?

(1<X<2)—2 1 1 (20 ) —1h>
P\3=7=3)737373 mn =3
3°- Sachant que le client a attendu le livreur 15 minutes, quelle est la probabilité qu’il arrive dans les dix

prochaines minutes ?

o\ plredoxsl) slexsd) 51 o s s
p(Xz1)<XSE)= 1 = N ., 1 12737
' p(x>3) 1-p(x<g) 1-3

Exercice n°3 : La durée d’attente a une caisse de supermarché est assimilée a une loi exponentielle. La
variable aléatoire égale au délai d’attente suit une loi exponentielle de parametre A = 0,04.
1°- Quelle est la probabilité qu’un client attende moins de cinq minutes ?

Soit T la variable aléatoire égale au temps d’attente en min.
5

p(T £5) = f 0,04 004 gt = [ 004> = _ 0702 4+ 1 %~ 0,18
0

2°- Quelle est la probabilité qu'il attende plus.de 15 minutes ?
15

p(T=15)=1-p(T<15) =1 —f 0,04 e 004 dt = 1 — [—e 00415 = ¢=06 ~ (0,55
0

Exercice n°4 : La durée de vie d'un composant électronique est une variable aléatoire T (exprimée en

jours) qui suit la loi exponentielle de parametre 0,000 4.
300

p(T <300) = j 0,0004 ¢~00004t g = [—=0000411300 — _ =012 1 1 ~ (0,11
0
p(T>300)=1-p(T<300)=1—[-e22+1] =e7912%0,89
—0,0004x500
p((T 2500) N (T 2200)) _p(T 2500) e O -0,0004x300 _ y-0,12
p(T = 200) p(T = 200) e~00004x200

P(r2200)(T = 500) =
~ 0,11

Exercice n°5 : La durée de vie, exprimée en heures d'un agenda électronique est une variable aléatoire X
qui suit une loi exponentielle de parameétre A = 0,00026

1°- Calculer p(X < 1000) etp(X > 1000).
1000

p(X <1000) = f 0,00026 ¢~0:00026t g — [=0,00026L11000 — _ =026 4 1 &~ (,23
0
p(X =1000) =1—-p(X <1000) = 0,77
2°- Sachant que I'événement (X > 1000)est réalisé, calculer la probabilité de I'événement (X > 2000).
p((X >2000) N (X >1000)) p(X >2000) e 052
X >2000) = = = =e7026 ~ 0,77

P(x>1000( ) p(X > 1000) p(X > 1000) e026 °© ’
3°- Sachant qu'un agenda a fonctionné plus de 2000 heures, quelle est la probabilité qu’il tombe en panne
avant 3000 heures ?
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P(x>2000)(X < 3000) =

p(X > 2000 N X <3000) _p(2000 < X < 3000)

p(X > 2000) p(X > 2000)
_e—0,00026><3000 + e—0,00026><2000 _ 6_0’78 + e—0,52 8_0‘52(—8_0‘26 + 1)
= = =1-—e7026 0,23
e—0,00026><2000 e—0,52 e—0,52 ’

Exercice n°6 :

ll

4.

X suit la loi de durée de vie sans vieillissement ou encore loi exponentielle de
parametre A ; donc

p(X>10)=e " = 0,286 & -101 =1n0,286

In0,286

10
La calculatrice donne A = 0,125 21073 pres.

6mois = 0,5 année. Onadonc p(X < 0,5) = 1 -~ 1125%05 = 1 _e=00825 g 061,

ouencore A = —

L'appareil avant déja fonctionné 8 ans, la probabilité qu’il ait une durée de vie

X>10)n(X>8 X>10
supérieure dixansestégdled pissg (X > 10) = P> RIN 2B _ piX>20)

plX >8) p(X>8)
e—0,125x10 s
- U 120%2 |
—e = ¢ = 0,779.
On a ici un schéma de Bernoulli, avec comme succes le fait pour un oscil-

loscope d’avoir une durée de vie supérieure a 10 ans, dont la probabilité est
égale 20,286 et un nombre d'appareils égal a 15.

La probabilité de n'avoir aucun oscilloscope en étal de marche au bout de 10
ans est donc: (1-0,286)'3 =0,714'5,
Donc inversement la probabilité d’avoir au moins un oscilloscope en état de
marche au bout de 10 ans est égale a:

1-0,714" =0,994.

On reprend la question précédente avec non plus 15, mais n oscilloscopes. La
probabilité qu’'au moins 1 sur les n oscilloscopes fonctionne apres 10 ans est
donc:1-0,714",

[l faut chercher le plus petit naturel n tel que

1-0,714" 20,999 = 0,001 >0,714" = In0,001 = nln0,714

In0,001
(par croissance de la fonction In), soit finalement 50,712 < n(carln0,714 <

0). La calculatrice donne 20,5 < n.
Le premier naturel convenant est donc 21,
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Exercice n°7: La durée en jours d'une plongée effectuée par un sous marin nucléaire est modélisée par
une variable aléatoire de loi exponentielle. En consultant les livres de bord, on constate que 88 % des
plongées ont duré plus de 6 jours.

a) Déterminer a 10-2 pres le parametre de la loi exponentielle.

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de jours de plongée :

In (0,88
p(X =6)=088 ¢ =0,88 —61=1In(0,88) & 1=— % & 1~ 0,02

b) Calculer la probabilité pour qu'une plongée dépasse 3 jours.

3
p(X=>3)=1- f 0,02e7902tdt = 1 — [—e~002t]3 = 7006 ~ 0,94
0
c) Calculer la probabilité pour qu'une plongée dépasse dix jours sachant que le sous-marin est immergé

depuis déja 7 jours.

p(X>100n(X>7)) pX>10) e~002x10
Poen (X > 10) = p(X >7) Cp(X>7)  e70027

d) Comparer les résultats des questions b) et c) .

On retrouve les mémes résultats car la loi exponentielle est une loi de durée de vie sans vieillissement

donc la probabilité qu'une plongée dépasse dix jours sachant que le sous-marin est immergé depuis déja 7

jours est égale a la probabilité qu'une plongée dépasse 3 jours.

= 7006 ~ 0,94

Exercice n°8 : Soit une variable aléatoire continue qui suit une loi exponentielle de parameétre A .
Partie A : La courbe ci-dessous représente la fonction densité associée :

1. Interpréter sur le graphique la probabilité p(X < 1)

p(X < 1) estl’aire comprise entre la courbe, I'axe des abscisses, et les droites d’équation x = 0 et x = 1.
2. Indiquer sur le graphique ou se lit directement le paramétre A .

A estl’ordonnée du point d’intersection de la courbe et de I'axe des abscisses, on lit 4 = 1,5.

PartieB : On pose A = 1,5.
1. Calculer p(X < 1). On en donnera la valeur exacte puis une valeur approchée a 10~ 3prés par exces.

1

p(X<1)= f 1,5e 13 dt = [-e 5 = —e7 15 +1 % 0,777
0

2. Calculer p(X = 2)

2
p(X=2)=1 —f 1,5e 15tdt =1 — [—e 153 =73 = 0,05
0
3. Déduire des calculs précédents I'égalité suivante :

p(1<X<2D)=pX<2)—pX<D=(1-e3-(1-e1)=e"15-e"3%0,173 a2 1073 prés
4. Calculer a I'aide d'une intégration par parties :

X
F(x) = f 1,5e~b5ttdt

0
u'(t) = 1,5e~ 15t {u(t) = —e L5t
0 : d
n pose { (t) = t onc V() =1
On aalors:
X X
PO = [—te 505 = [ —em5tde = [—ee 5Ky + | et e
0 . . 20 .
F(x) = [—te—15t]x [__ —1,5t] — [—t -15t _~2 —1,5t]
(x) =[—te 15+ is e . e 3¢ .
2 2
F(x) = —xe 5% — §e_1'5x +3
Déterminer la limite quand x = +o00 de F(x).
Ona :

1
—xe L% = o (—1,5xe~15%)

On pose X = —1,5x alors

lim —xe 5% = lim XeX =0
X—+00 X—>—o00
et:
lim e ¥ = lim eX=0

X—>+00 X—>—00
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Par conséquent par somme on a :
2
lim F(x) ==
Jim Fx) =3
On obtient ainsi 'espérance de la variable X.

Partie C : Une machine outil fabrique des cylindres.
On mesure I'écart, en dixiémes de millimetres, entre le diametre des cylindres et la valeur de réglage de la
machine. On suppose que cet écart suit une loi exponentielle de parametre A = 1,5.

* sil'écart est inférieur a 1, le cylindre est accepté

* sil'écart est compris entre 1 et 2, on procede a une rectification qui permet d’accepter le cylindre
dans 80 % des cas.

* siI'écart est supérieur a 2, le cylindre est refusé.
1. On préléve au hasard un cylindre dans la production.

a. Montrer que la probabilité qu'il soit accepté est égale 2 0,916 a 10~ 3prés.
On peut réaliser un arbre :

(d<1) 1 A

1—(0,777+0,173)

(d>2) 1 R

p(4) = pa<)(A) X p(d = 1) + prrca<2)(A) X p(1 <d < 2)
p(4) = 0,777+ 0,173 x 0,8 = 0,916
b. Sachant qu'il est accepté, quelle est la probabilité qu’il ait subi une rectification ?
(1<d<2)_p((1<d32)nA)_0,173><0,8 0.151
P4 [N p(A) ~ T 0916

2. On préleve de maniere indépendante dix cylindres de la production. On suppose le nombre de cylindres
suffisamment important pour assimiler ce tirage a des tirages successifs avec remise.
a. Quelle est la probabilité que les dix cylindres soient acceptés ?
Soit X la variable aléatoire dénombrant le nombre de cylindres acceptés.
X suit la loi binomiale de parametren = 10 etp = 0,916
On aalors:

10
p(X = 10) = (10) (0,916)1°(1 — 0,916)° = (0,916)° ~ 0,416

b. Quelle est la probabilité qu’au moins un cylindre soit refusé ?
[’événement « au moins un cylindre refusé » est '’événement contraire de « les 10 cylindres sont
acceptés »
p(X=1)=1-p(X=10) = 0,584
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