CH3 — Analyse : Limites et continuité
A A Octobre 2009

A. LAATAQUI

3¢me Maths

l. LIMITES EN L'INFINI

a. Limite infinie

Par exemple, considérons la fonction f dont la courbe représentative est :

Lorsque x s'en va vers +o, f(x) devient de plus en plus grand. il n'a aucun maximum.
On dit alors que f(x) tend vers +o0.

Ou que la limite de la fonction f lorsque x tend vers +o est égale a +oo.

Ce que lI'on résume par :

lirm f[x] = o0
s ]
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b. Limite finie

Considérons maintenant la fonction f dont la courbe représentative est :
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Lorsque x s'en va vers +o, f(x) se rapproche de plus en plus de 2.
On dit alors que f(x) tend vers 2.
Ou que la de la fonction f lorsque x tend vers +oo est égale a 2.

Ce que I'on résume par :

fix) = 2

w50

Note : Lorsque x tend vers +oo, la courbe de la fonction f se rapproche de plus en plus de la droite D
d'équationy = 2.

On dit alors que D est une asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +o.
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c. Sans limite!

Toutes les fonctions n'admettent pas nécessairement une limite lorsque x tend vers +o.

C'est par exemple le cas avec les fonctions sinus et cosinus :

Lorsque x s'en va vers +00, sinus et cosinus hésitent quant a I'attitude a adopter. Oscillant a jamais,

ils n'ont aucune limite finie ou infinie...

[I. LIMITES EN UN POINT

Par exemple, considérons la fonction f définie sur l'intervalle ]3;+oo [ dont la courbe

représentative est :
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Lorsque x se rapproche de 3, f(x) devient de plus en plus grand sans qu'aucun plafond ne I'arréte.
On dit alors que f(x) tend vers +o0.

Ou que la de la fonction f lorsque x tend vers 3 est égale a +oo.

Ce que I'on résume par :

fix) = +eo
)

Note : Lorsque x tend 3, la courbe de la fonction f se rapproche de plus en plus de la droite D
d'équation x = 3.
On dit alors que D est une asymptote verticale a la courbe de f au voisinage de 3.

Nous avons exclusivement évoqué des fonctions qui tendent vers +co a l'approche d'un point. Mais il
existe aussi des fonctions qui ont pour limite -co.

Limite finie en un point.

Soit f(x):@+2, D; =R\{1}.

[x~1

Sa courbe représentative est donnée ci-dessous :

-1

Lorsque x se rapproche de 1, f(x) devient de plus en plus proche de 2. On dit alors que f(x) tend
vers 2.

Ou que la de la fonction f lorsque x tend vers 1 est égale a 2.
Ce que I'on résume par : Iirqf(x) =2
X—>.
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Théoréme :
Soit f une fonction définie sur un intervalle | sauf peut étre en a.
Si f admet une limite en a alors cette limite est unique.

Limite a gauche et limite a droite.

1
Dans ce qui suit, f désignera la fonction inverse. Ainsi pour tout x : f(x) = X

La fonction inverse f est définie sur l'intervalle ] -oo; 0 [W ] 0 ; 40 [.
Autrement écrit, lorsqu'elle tend vers 0, elle peut le faire :

Par la droite <
2__
> Par la gauche '1"

lorsque x se rapproche de 0 par la gauche ou par valeurs inférieures, f(x) tend vers -co.
On dit alors que la limite a gauche de f(x) en 0 est égale a -oo.
Ce que I'on résume par :

fix) =
xatl{]
xel

o fix) = -0

lorsque x se rapproche de 0 par la droite ou par valeurs supérieures, f(x) tend vers +co.
On dit alors que la limite a droite de f(x) en 0 est égale a +.
Ce que I'on résume par :

fix) = fix) =
o (=) o (X) = +e0
xal

La fonction inverse n'admet pas de limiteen Ocarellea:
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une limite a gauche de 0 qui vaut -oo et une limite a droite de 0 qui vaut +oo.

Théoréme :

limf(x) =/ < Iirqf(x): limf(x) =¢.
Activité 3 page 48

X+1lsix<-1
f(x) = D, = R\{-1!.
) {1 sx>-1 =

1) Représentation graphique de f:

2__
1 1 2 3 4 5
4
a4
34
2) lim f(x)= lim x+1=0.
x—>(-1)" x—>(-1)"
3) lim f(x)= lim 1=1
x—=>(-1)* x—=>(-1)*
Conclusion : f n’a pas de limite en — 1.
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CONTINUITE

a. Définition de la continuité

Définition :
Dire g’une fonction f, définie sur un intervalle | contenant a est continue en a signifie que :

im_£x) = fla)

La fonction est continue sur | signifie qu’elle est continue en tout point de |

Exercice page 43 :

1) f(x) = 2x% - 4x + 1.
f est une fonction polyndme continue sur R en particulier en 2.
= Iin;f(x) =f(2)=09.
X% + 5x
x-1

) fx)= , D, =R\{1}.

f est une fonction rationnelle continue sur son domaine de définition R\{l} en particulier
en-2.
= Iirpzf(x) =f(-2) =2
3) f(x) = vx* -2x+3,D, =R car x* - 2x + 3 > 0 pour tout réel x
fest continue en 1 = limf(x) = (1) = J2.

b. Prolongement par continuité

3
Soit (x) = = :11 D, =R\{-1}.
X

3
+
limf(x) = lim X +1

= (9] c'est une forme indéterminée.
x>-1 X+ 1 0

< X+ 1)(x*-x+1
Mais > 1:( )( ):xz-x+], pour tout X # - 1.
Xx+1 Xx+1

= limf() = lim x?-x+1=3.

x}+1 .
. —9gx % -1 S
La fonction g: X — g(X) =< x+1 est le prolongement par continuité de f en — 1.

3 sx=-1

On dit que f est prolongeable par continuité en — 1.
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c. Continuité a droite — continuité a gauche

Théoréme :
Soit f une fonction définie sur un intervalle | et a un réel de.

la fonction f est continue a droite en 3, si et seulement si, lim f(x) =f(a).
x—a*
la fonction f est continue a gauche en 3, si et seulement si, lim f(x) =f(a).
X—a~

IV. LIMITES DES FONCTIONS DE REFERENCE

Fonction |Ensemble de définition | Limite en-co | LimiteenO Limite en 4o
X ] —o0; +o0 | — 0 +00
e ] —o0; 400 [ + 0 0 +00
X ] —o0; +o0 | — 0 +00
.1
- ]—0;0[U]0;+w [ 0 0
X .1
lim—== 4o
x—0" X
\/; [0;+0] 0 +00

V. OPERATIONS SUR LES LIMITES

a) Limite d’'une somme

De maniere générale, la limite de la somme de deux fonctions est égale a la somme des limites de
celles-ci. Sauf cas particuliers !

Limite de f | Limitede g | Limitedef+g
} I I [+
J | + 00 + 00
\ I — o0 — o0
@ + 00 + 00 + 00
JI — 00 — 00 — 00

) +00 - ® Indéterminé
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Exemples :

lim x2+3x—l)=+oo

X —>+00

X —> —00

X

lim (x3 — 4x2 +l] = —00

o lim (\Vx+x-4)=-4

b) Limite d'un produit.

Limitede f |Limitedeg | Limitedef.g
I I x|
[>0 + 00 + 00
[>0 — o0 —
<0 + 00 —
<0 — o0 + 00
+ 00 + 00 + 00
+ o0 - 00 - 00
-0 - +00

0 00 Indéterminé

Exemples :

Par rapport a multiplication, la division ajoute le fait qu'on ne peut pas diviser par 0.

X —>+00

X

|im03x(x+5)=F.|.

X—>0U X

lim x2+3) (1—4] =—00

c) Limite d'un quotient.

Limite de f | Limite de g | Limitedef/g
I'#0 Il’
[ — 00 OU +00 0
+ 00 I'>0 + 00
+ o0 I'<0 —
— I'>0 —
—© I'<0 + o0
— 00 0U+00 | —o0 ou+oo | Indéterminé
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| > 0ou + o0 0 + o0
| >0ou + 0 — 0
| < 0ou — 0" — 0
| <0ou—o 0 + o0
o0 0 o0
0 0 Indéterminé
Exemples :

| —=—=0
L4 m

X
3
. X +5
° lim = 400
X—> -0 1
=-3
X
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VI. METHODES DE CALCUL

Les opérations sur les limites ne permettent pas toujours de déterminer la limite d'une fonction. Il faut aors
changer de chemin et modifier I'écriture de cette fonction... afin de pouvoir les appliquer !

a) Limited’ un polynbme

Déterminons la limite en + co du polynéme f défini pour tout réel x par : f(x) = 3x° +1
Au premier abord, lorsque x tend vers + « :

3 tend vers +

-2x? tend vers - oo ainsi lim f(x) =F.l. (Forme Indéterminée)
X — 400
1tendversl

L'actuelle écriture de f ne permet pas de conclure. Modifions la

f(x)=3x>-2x2+1
"% On factorise par 3x°

Lorsque x tend vers + oo :

w» =2 tend vers0
3x

» ia tend vers 0
3X

Donc:

lim 1—£+i3:1—0+0:1
X—>+0 3x 3X

De plus, lorsque x tend vers + oo, nous savons que 3x° tend vers + .

Connaissant les limites des deux facteurs, nous pouvons connaitre celle de leur produit f(x).

lim f(x) = lim 3x° (1—K +i](+oo)><1— 00
X—>+00 X—>+00 3)(3 3)(3
3 Remarque :
,  Sion observe attentivement ce qui vient de se passer, on remarque que c'est 3x® qui aimposé sa limite au
@, produit.

| Or 3x° est le terme dominant du polyndme f(x).

Ce qui est vrai pour le cas particulier f I'est pour n'importe quel polynéme.
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b) Limited'unefraction rationnelle.

- . . e . 3 +2x2+1
On considéere la fonction rationnelle g définie pour tout réel x par : g(X) = ————
9X" —4X" + X
Déterminons sa limite en + .

Au premier abord, en utilisant ce que nous avons fait avec les polyndmes, nous pouvons dire que lorsque x
tend vers + oo :

le numérateur tend vers
le dénominateur 5x” - 4x° + x tend vers + .
Ainsi, lalimite de g est une forme indéterminée

La présente écriture de g ne permet pas de conclure. |1 nous faut donc la modifier.

9(%) = 3 +2x2+1
5x* — 4% + X ——
2 b
33 (1+ 2—)(3 + 13] , 5
_ 3x*  3X : : , : , :
= yC - On factorise le numérateur puis le dénominateur
5x* 1—% — h
5X"  5x
i)
2 1 2 1 N
38 1+3—+? 3 1+3—+? s j
= —X X oX _ 2, 9X X _ Puis on fragmente la fraction et on simplifie
5X 1 4 1 b5y 1 4 1
Ty TER et e
95X 5X 95X 5X
2 1
1+ —+— tendvers1 1+£+i
3x  3x 3x_ 3X
Quand x tend vers + « 41 donc lim 4 1 - 1
1-—+— tend vers1 A P
5x  5x° 5x 5%

De plus lalimite de 53 lorsgue x tend vers + oo, est égale a 0.
X

Connaissant les limites des deux facteurs, celle de leur produit g(x) est & notre portée :

2 1
3 1+ —+—

lim g(x) = lim = x—3X_3X _gx1-0
X—>+00 x—>+0 By 4 1
I- o+ s
bx b5x
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Remarque :

Si on observe attentivement ce qui vient de se passer, on remarque que c'est 5% qui aimposé sa limite au

. 3 3

produit. Or, — =—
59X  5Xx

Autrement dit, c'est le quotient du terme dominant du numérateur et du terme dominant du dénominateur qui

adonnésalimiteagxen + .
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